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Name: Musl—w[os (V" ...........
Matrikelbummer: ... ... ......... g e s e

Ich bin einverstanden, dass mein Klausurergebnis zusammen mit meiner
Matrikelnummer auf einer universitétsinternen Webseite bekannt gegeben

wird:
O Ja O Nein
Aufgabe 1 | Aufgabe 2 | Aufgabe 3 | Aufgabe 4 | Aufgabe 5 | Gesamt
Punkte /6 /9 /9 /8 /8 /40
Hinweise:

1) Die Losung der Aufgaben sollte auf dem entsprechenden Aufgabenzettel oder
dessen Riickseite zu finden sein. Falls der Platz nicht reicht, kann auch ein Zusatzblatt
verwendet werden - in diesem Fall bitte unbedingt einen entsprechenden Vermerk
auf dem Aufgabenblatt machen.

Verwenden Sie Tinte oder Kugelschreiber (keinen Bleistift!) in den Farben Blau
oder Schwarz - die Farbe Rot ist fiir die Korrektur reserviert.

3) Achten Sie auf eine ausreichende Kommentierung Ihrer Lésungswege. Zur
Begriindung kénnen alle in der Vorlesung vorgestellten Sitze und Fakten verwendet
werden.

4) Einzig erlaubtes Hilfsmittel ist eine (einseitig) hangeschriebene A4-
Seite, mit selbst ausgewihlten Formeln, Definitionen und Fakten

5) Da die fiinfte Aufgabe als Zusatzaufgabe gewertet wird, reichen zum
Bestehen 40% der Gesamtpunktzahl, also 16 Punkte.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1: LGS und endliche Kérper 6 Punkte

Bestimmen Sie fiir das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem endlichen
Kérper GF(5) die vollstindige Losungsmenge. Losen Sie die Aufgabe mit dem
GaufBl—Verfahren nach dem in der Vorlesung behandelten Schema:
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Aufgabe 2: Euklidische Vektorrdume 9 Punkte

0 1
Unterrraum des Vektorraums R3. Betrachten Sie die Orthogonalprojektion Py als

einen Endomorphismus aus Hom(R?, R3) und bestimmen Sie die Matrixdarstellung
dieser Abbildung beziiglich der Standardbasis von R3.

1 0
a) Sei U der durch die Vektoren #; = ( 1 ) und 75 = ( V2 ) erzeugte

b) Sei W ein Unterraum eines (endlichdimensionalen) Euklidischen Vektorraums V'
und Py die Orthogonalprojektion auf W. Wir definieren einen neuen Endomorphismus

f € Hom(V,V) durch f(@) = ¥ — Pw(9) firalle eV

Zeigen Sie, dass der Endomorphismus f diagonalisierbar ist und erkliren Sie,
wie man eine Diagonalbasis finden kann und wie die zugehérige Diagonalmatrix
aussieht.
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Aufgabe 3: Eigenwerte und Eigenvektoren 9 Punkte

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte der linearen Abbildung f mit der folgenden
Matrix A und bestimmen Sie Basen aller Eigenrdume dieser Abbildung.

2 0 0
A=1-3 5 6
3 -3 -4

b) Sei B € M(n x n,R) eine isometrische Matrix und A ein Eingenwert von B.
Welche Werte kann A annehmen (Begriindung!)?
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Aufgabe 4: Stochastik 8 Punkte

Alice und Bob spielen mit einem Kartenspiel mit 32 Karten in den Spielfarben
Kreuz, Pik, Herz, Karo und mit den Werten 7,8,9,10,B,D,K,A. Eine Runde verléuft
wie folgt:

Bob zahlt einen Euro Einsatz an Alice. Alice schreibt eine Karte ihrer Wahl
(z.B. Herz 9) auf einen Zettel und Bob zieht eine Karte aus dem gemischten
Kartenspiel. Hat Bob die richtige Farbe, aber den falschen Wert gezogen (z.B.
Herz 7), bekommt er den doppelten Einsatz zuriick. Hat er den richtigen Wert,
aber die falsche Farbe gezogen (z.B. Pik 9), bekommt er den dreifachen Einsatz
zuriick und hat er die richtige Karte gezogen, bekommt er den sechsfachen Einsatz
zuriick. In allen anderen Fillen behilt Alice den Einsatz. Fiir die nidchste Runde
wird die gezogene Karte zuriick in den Stapel gelegt und neu gemischt.

Die Beantwortung der folgenden Fragen kann in Form von Briichen erfolgen. Geben
Sie jeweils eine kurze Begriindung.

a) Beschreiben Sie den Gewinn (Verlust als negativer Gewinn) von Alice in einer
Runde durch eine geeignete diskrete Zufallsvariable X. Bestimmen Sie das Bild
von X, die zugehérige Verteilungsfunktion und den Erwartungswert.

b) Variante 1 des Spiels wird iiber 8 Runden gespielt. Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass Bob in allen 8 Runden seinen Einsatz verliert und wie hoch
ist der Erwartungswert fiir die Anzahl der Runden, in denen Bob seinen Einsatz
verliert.

c¢) Bei Variante 2 des Spiels wird so lange gespielt, bis Bob zum ersten Mal eine
Runde mit einem Gewinn abschlieBt. Was ist der Erwartungswert fiir die Lénge
(Anzahl der Runden) eines solchen Spiels.

d) Beim Spiel nach Variante 2 sei A das Ereignis, dass Bob in der ersten Runde
verliert, und B das Ereignis, dass das Spiel iiber genau drei Runden geht. Bestimmen
Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit Pr(B|A) und stellen Sie fest, ob die Ereignisse
A und B unabhéngig sind.
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(Vorwon 1) A4+ 3 44+ 2
Aufgabe 5: Zusatzaufgabe — Vermischtes 8 Punkte

Fiir die Fragen a) bis d) reicht die richtige Antwort, Begriindungen miissen nicht
gegeben werden.

a) Sei V = (GF(3))" und f eine Abbildung aus Hom(V, V) vom Rang 4. Wieviele
Vektoren enthélt der Kern von f7

|Ker f] = 33 = z_:?-

b) Sei V' ein 8-dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit zwei 3—dimensionalen
Unterrdumen U und W mit dim(U N W) = 2. Welche Dimension hat das Ortho-
gonalkomplement (U + W)+?

dim(U + W)t = Y

c) Welche der folgenden Aussagen sind fiir beliebige n,m € N* und 4 € M(n x
n,R), B € M(m x n,R) und C € M(n x m,R) wahr? Streichen Sie aus der
folgenden Auflistung alle falschen Aussagen (und nur diese!):

o Ist A Matrix einer isometrischen Abbildung, dann ist A invertierbar.

e Ist rg(A) < n, dann hat A einen Eigenwert.

e Ist BC = F,, dann ist m < n.

o-dot—BC = Err—dann-ist-m—- (""M{‘mmﬁur *LI)

d) Sei H € M(4 x 9,GF(3)) eine Priifmatrix eines linearen Codes C. In welchem
Hammingraum liegt der Code C und aus wievielen Codewdrtern setzt er sich
zusammen? ) q &

oc H9,3)-(67R) und O] = 3

e) Angenommen C C (GF(2))! ist ein 1-perfekter linearer Code. Wieviele Codew®érter
enthélt C'?7 Geben Sie die Anzahl als Potenzausdruck an und geben Sie eine
kurze Begriindung
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(Version 2. At4+3+4 142
Aufgabe 5: Zusatzaufgabe — Vermischtes 8 Punkte

Fiir die Fragen a) bis d) reicht die richtige Antwort, Begriindungen miissen nicht
gegeben werden.

a) Sei V = (GF(3))? und f eine Abbildung aus Hom(V, V) vom Rang 7. Wieviele
Vektoren enthilt der Kern von f?

|Kerfl= 3

b) Sei V' ein 9-dimensionaler Euklidischer Vektorraum mit zwei 4-dimensionalen
Unterrdumen U und W mit dim(U N W) = 2. Welche Dimension hat das Ortho-
gonalkomplement (U + W)+?

dim(U + W)+t = 3

c) Welche der folgenden Aussagen sind fiir beliebige n,m € N* und A € M(n x
n,R), B € M(m x n,R) und C € M(n x m,R) wahr? Streichen Sie aus der
folgenden Auflistung alle falschen Aussagen (und nur diese!):

e Hat A den Eigenwert 0, dann ist A nicht invertierbar.

Ist A eine symmetrische Matrix, dann hat sie n linear unabhéngige Eigenvektoren.
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d) Sei H € M(5x 11, GF(2)) eine Priifmatrix eines linearen Codes C. In welchem
Hammingraum liegt der Code C und aus wievielen Codewdrtern setzt er sich
zusammen?

oC H(M,L)z(m[z))“ mdjcl= 205 64

e) Angenommen C C (GF(3))!3 ist ein 1-perfekter linearer Code. Wieviele Codewdrter
enthélt C7 Geben Sie die Anzahl als Potenzausdruck an und geben Sie eine
kurze Begriindung
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