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Matrikelnummer:

Aufgabe 1 Algebraisches I /64242
1 1 0

(a) Rechnen Sie zunichst nach, dass die Menge B = {[ 1 |, 1 |, 1 |}
1 0 2

von Vektoren eine Basis des R? ist und bestimmen Sie fiir den Basiswechsel von
der Standardbasis in diese Basis B die zugehorige Matrix und die Darstellung
(Koordinaten) des Vektors z beziiglich B, wenn der Vektor z beziiglich Standardbasis
1
lautet v = | 2
3
Nennen Sie zwei Moglichkeiten, wie man die zur Umkehrabbildung gehorende
Matrix berechnen kann und fiithren Sie eine davon aus.

(b) (Verstdndnis) Wann hat die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
Ax = b iiber einem Korper K eine K—Vektorraumstruktur? Begriindung!

(c) Sei (V, (., .))ein Euklidischer Vektorraum und sei f : V' — V ein Endomorphismus
mit der Eigenschaft, dass Vv, w € V: (f(v),w) = (v, f(w)).
Zeigen Sie, dass dann fiir einen beliebigen Eigenvektor v von f gilt:

{f(w)lwlo,w eV} C {w|lwlv,w eV}

Losung:

zu(a) B ist eine Basis des R, falls die drei Vektoren linear unabhiingig sind, da der
R? ja Dimension 3 hat. Dazu rechnet man z.B. die entsprechende Rangbedingung
nach:

1 10
111
1 0 2 0 -1 2

rg

Die Spalten der Basiswechselmatrix A bestimmen sich dadurch, dass man die Darstellung
der Standardbasisvektoren in den Vektoren der Basis B bildet. Es ergibt sich

2 =2 1
A= -1 2 -1
-1 1 0
Q@
Die Darstellung | S von z beziiglich Basis B kann man explizit durch Losung
7/ B
des Gleichungssystems bestimmen:
1 1 0 1
a- | 1 |+06-1 1 |+~ 1 |=12

1 0 2 3
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1

Man erhélt fiir « die Darstellung | 0

1

B
Die Matrix A liefert natiirlich dasselbe:

2 =2 1 1 1
-1 2 -1 1-1 2 =10
-1 1 0 3 1

Die Umkehrabbildung ist der Basiswechsel von B in die Standardbasis. Dazu kann
man die Matrix A invertieren (z.Bsp mit Komplementérmatrix) oder man bestimmt
wieder explizit die Spalten. Letzteres ist hier besonders einfach wegen der Standardbasis
und wir erhalten:

1 10
Al=[111
1 0 2
Und tatséachlich ist:
1 10 1 1
111 ]-10]=12
1 0 2 1 3

zu (b) Damit die Losungsmenge von Az = b eine Vektorraumstruktur hat, sollte
sie als additiv neutrales Element den Nullvektor enthalten. Dieser ist genau dann
in der Losungsmenge, wenn b = 0 gilt. Dann sind auch die restlichen Vektorraum-
Axiome erfiillt, denn dann ist die Losungsmenge der Kern der durch die Matrix A
reprasentierten linearen Abbildung und das ist ein Vektorraum.

zu (¢): Um diese Mengeninklusion zu beweisen, miissen wir zeigen, dass aus wlv
folgt f(w)Lv. Wir miissen also zeigen (f(w),v) = 0 folgt aus (v, w) = 0:

Wegen f selbstadjungiert folgt (f(w),v) = (w, f(v)). Da v Eigenvektor ist und das
Skalarprodukt bilinear ist, folgt (w, f(v)) = (w, Av) = M v, w) = 0.



Matrikelnummer:

Aufgabe 2 Algebraisches 11 /1042

(a) Berechnen Sie reelle Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume zur Abbildung,
die durch folgende Matrix repréasentiert wird:

-2 -8 —12
A= 1 4 4
0 O 1

Was folgt fiir die Diagonalisierbarkeit von A und warum 7

(b) Zeigen Sie, dass die quadratischen reellen nxn—Matrizen A und B! AB dasselbe
charakteristische Polynom und damit auch dieselben Eigenwerte haben.

Losung:
zu (a) Sei f der durch A reprisentierte Endomorphismus. Die Eigenwerte kénnen als
Nullstellen des charakteristischen Polynoms berechnet werden:

—-2-X -8 -12

Pi(\) = det 1 4-x 4
0 0 1-2A
= (=2-MA-NT -1 -1 -X1)(-8)
= _AA—1D(A-2)

Die Matrix A besitzt also die Eigenwerte A\g = 0, Ay = 1 und Ay = 2.

Eigenvektoren und Eigenridume
Zur Berechnung der Eigenvektoren zum Eigenwert \ wird das Gleichungssystem

(A= AE)z =0

gelost. Jede Losung ist ein Eigenvektor zum Eigenwert . Der Eigenraum zum Eigenwert
A wird von der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren zu diesem
Eigenwert aufgespannt.

)\0 =0:
-2 -8 —12 1
(A—0-E)x = 1 4 4 zo | =0
0 0 1 Z3
= r3=0A1z1 = —4x,
Ein Eigenvektor zu Ay = 0 ist also
—4
Vo = 1
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Der dazugehorige Eigenraum ist

—4
0
A =1
-3 =8 —12 Ty
(A—1-E)z = 1 3 4 o | =0
0 0 0 T3

=211 = 3Ty — 43 N9 =0

Ein Eigenvektor zu A\; = 1 ist also

—4
v = 0
1
Der dazugehorige Eigenraum ist
—4
1
Ay =2
—4 -8 —12 1
(A—2-E)x = 1 2 4 ze | =0
0 0 -1 T3

= r3=0A1] = —229

Ein Eigenvektor zu A\, = 2 ist also

— N

Vg =
Der dazugehorige Eigenraum ist

Diagonalisierbarkeit
Die Matrix A ist diagonalisierbar, da

2
ZdimEi =3 =dimR?
1=0
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u (b)Es gilt:

PBflAB(/\)

det(B~'AB — \E,)
det(B~'AB — AB"'B)

det(B~Y(A — \E,)B)
det(B™1) - det(A — AE,) - det(B)
det(B~ ) det(B) - det(A — \E},)

det(B™'B) - det(A — \E,,)
et(E,) - det(A AE,)
det(A — \E,)

o)

oL

3
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Aufgabe 3 Codiertes /642

(a) Betrachten Sie iiber dem Korper 3 die folgende Generatormatrix eines linearen

Codes:

1 00
010
0 01
G= 1 10
1 01
011

Bestimmen Sie die zugehorige Checkmatrix. Wie kann man mittels Checkmatrix

den Minimalabstand d(C') bestimmen? Tun Sie dies!

Was heifit das fiir die Fahigkeit dieses Codes zur Fehlerkorrektur und zur Fehlererkennung?
Wieviele Codeworter hat eigentlich dieser Code und warum? Ist er perfekt?

(b) Losen Sie die Gleichung 43 = 42 -z + 41 iiber dem Koérper F7. Schreiben Sie
kurz dazu, was Sie tun.

Losung: zu (a) Die Checkmatrix ist

H =

S NN
N O N
NN O
o O =
o = O
_ o O

Der Minimalabstand von C' entspricht der minimalen Anzahl linear abhéngiger Spalten
in H.

Offensichtlich ist keine Spalte das Vielfache einer anderen, also sind je 2 Spalten
linear unabhéngig. Man kann jedoch 3 linear abhéngige Spalten in H finden:

2 1 0
2 | =2 0 ]+2 1
0 0 0

Also gilt d(C') = 3.

Ein Code ist k-fehlerkorrigierend < d(C) > 2k + 1

und k-fehlererkennend < d(C) > k + 1.

Also ist dieser Code 1-fehlerkorrigierend und 2-fehlererkennend.

An der Anzahl der Spalten von G konnen wir ablesen, dass der Code die Dimension
3 hat; als 3-dimensionaler Vektorraum iiber [F3 hat C' damit 3% = 27 Elemente.
Damit C' perfekt ist, muss |C] - Zf:o (") - (¢ — 1)" = g™ gelten.

In unserem Fall gilt aber |C|- 3, (5) -2/ =27-(1+6-2) =27-13

= 351 < 729 = 3%, also ist C nicht perfekt.
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Losung: zu (b) Zunéchst formen wir die Gleichung 43 = 42 - z + 41 um:

2.427 =4

Jetzt bestimmen wir mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus das multiplikativ
Inverse von 42 in Fy; :

99T (71,21) = ggt(42,29) = ggt(29,13) = ggt(13,3) = ggt(3,1) =1

Wir haben:
7T1=1-42+29
42=1-29+13
20=2-134+3
13=4-3+1
Riickwirts eingesetzt ergibt sich:
1=13-4-3
=—4-29+9-13
=9-42-13-29
=—13-71+422-42

Damit ist 22 das multiplikativ Inverse zu 42 in F;; und somit ist x = 44 die Losung
der Gleichung 43 = 42 - x 4 41 iiberF;.
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Aufgabe 4 Zufilliges /8+2

(a) Wir betrachten das Einheitsquadrat 2 = [0,1]* im R? zusammen mit der
Gleichverteilung. Eine Zufallsvariable X ordnet einem Punkt p = (a,b) den
Wert |a — b zu.

Machen Sie zunéchst anhand einer Skizze klar, fiir welche Punktemenge der
Wert von X kleiner oder gleich einem vorgegebenen z € R ist. Bestimmen Sie
dann Verteilungs- und Dichtefunktion. Rechnen Sie danach Erwartungswert und
Varianz von X aus. Stellen Sie eine allgemeine Formel fiir £(X*) mit k > 1 auf.

(b) Wie Sie wissen, gilt in einem Wahrscheinlichkeitsraum fiir eine aufsteigende
Folge Ay € A; C ... von Ereignissen, dass Pr(UxX  A,) = lim, .. Pr(A,).
Geben Sie einen darauf basierenden formalen Beweis fiir die folgende Aussage:
Gegeben seien 2 faire unterscheidbare Wiirfel. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei

einer beliebig langen Folge von Wiirfen nie 2 Sechsen geworfen werden, ist gleich
Null.

Losung;:

zu (a) Wie in der Abbildung zu sehen entspricht die Punktemenge aller Punkte,
bei denen der Wert von X kleiner oder gleich einem vorgegebenen x € R ist einem
Streifen mit (vertikaler und horizontaler) Breite 2z um die y = z—Diagonale, dessen
Flichenanteil am Einheitsquadrat ist fiir 0 < z < 1 gleich 1 — (1 — 2)? = 2z — 22
Fiir die Verteilungsfunktion Fy(x) ergibt sich

0 : <0
Fx(z)=1< 2x—2* : 0<z<1
1 : x>1

Damit haben wir fiir die Dichtefunktion fx(z):

0 : <0
fx(x)=<¢ 2—2z : 0<z<1
0 : z>1



Matrikelnummer:

Wegen E(X*) = [*_a* fy(x)dz ergibt sich fiir das k—te Moment

r=1

B 2

2$k+1 ka+2 )

1
E(X") = (2 - 2x)dx = —
oty = [tz (315

Damit ist der Erwartungswert der ZV gleich E(X) = 1/3, fir die Varianz folgt
Var(X)=E(X?) — (E(X))?*=1/6—-1/9=1/18.

zu (b): Sei A,, das Ereignis, dass bei den ersten n Wiirfen eine Doppelsechs dabei
ist. Offensichtlich ist A,, C A,y fiir alle n und Pr(A4,) = 1 — (35/36)". Wegen
Pr(Ue A,) = lim, o Pr(A,) = lim, . 1—(35/36)" = 1 folgt, dass das Komplemen-
tirereignis von Pr(UX  A,) die Wahrscheinlichkeit 0 hat. Aber das ist genau das
Ereignis, dass nie eine Doppelsechs fillt.



