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Aufgabe 1. (2+2+2 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

a) Berechnen Sie die Eigenwerte von A.

b) Welchen Rang hat A? Beantworten Sie zuerst, ob A vollen Rang haben
kann.

c) Wie sehen alle Lésungen zu Az = 0 aus?
Lésung von Aufgabe 1:

a) Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A
pa(X) = det (A - )\1) = 0 durch Berechnung der Determinante mit
Hilfe der Sarrusregel:

0 1-x -1 = 1-23-(1-X
0 -1 1-2)
=(1=N1%2 =22+ X)) —1+X = AN =3)1+2)

Mit Hilfe der p, g-Formel

3 32 3
Ao = o+ (f) _9="4
237 2

folgt daraus:

AM=0 X=1 X3=2

b) A kann nicht vollen Rang haben, weil ein Eigenwert der symmetrischen
und damit diagonalisierbaren Matrix A gleich 0 ist.



Offensichtlich sind die zweite und dritte Zeile von A linear abhéngig.
Fiir die erste und zweite Zeile von A bekommt man mit der Definition
der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren sofort

A(1,0,0) + u(0,1,-1)=0 = A=pu=0
Daher hat A den Rang 2.

c) Die Losungen zu Ax = 0 bekommt man durch Berechnung des Ei-
genvektors zum Eigenwert A = 0, d.h man 16st in v = (v1, v2, v3) das
Gleichungssystem (A — \1)v =0 < Av=0 <

V1 +0 —H):O 1)1:0
0 4ve —v3=0|<|v=v;|<v=(0,0,a) Ya€R
0 —wvy +v3=0 V2 = U3

Aufgabe 2. (2 Punkte)
Welche Beziehung besteht zwischen Determinante und Rang einer Matrix?

Lésung von Aufgabe 2:
Da die Determinante eine alternierende Multilinearform ist, gilt:

det(A) #0 < A hat maximalen Rang.
det(A) =0 < A hat nicht maximalen Rang.

falls A eine quadratische Matrix ist.

Aufgabe 3. (2+2 Punkte) Gegeben sei

1/ 3 4
Q_5<—4 3>

a) Zeigen Sie, dass @ eine orthogonale Matrix ist.
b) Lésen Sie das Gleichungssystem Qx = (1,1)%.
Losung von Aufgabe 3:

a) Verifiziere gemiss Definition Q7'@Q = 1 durch

1 /3 —4 3 4 1 (9+16 12-12
TH - — —— =
QQ—25<4 3)(—4 3) 25<12—12 9+16> 1



b) Da @ orthogonal ist, vereinfache durch Matrizenmultiplikation von
links:

Q=017 & QQr=1r=Q 11" = ;1,7

Aufgabe 4. (2+2 Punkte)

Gegeben seien drei Punkte mit den Koordinaten (z1, y1), (22, y2) und (x3, y3)
in einer Ebene. Wir suchen eine Parabel durch diese Punkte, d.h. wir suchen
die Parameter a, b, ¢ der Funktion f(x) = ax? + bx + ¢, so dass f(z1) = v
fiir k = 1,2,3. Wann existieren eindeutige Losungen fiir diese Parameter?

a) Formulieren Sie die zugehorigen Bedingungsgleichungen in Matrix-
Schreibweise.

b) Untersuchen Sie die Eindeutigkeit der Losung mittels der Eigenschaf-
ten der Matrix.

Losung von Aufgabe 4:

a) Die Bedingungsgleichungen lauten:

flz1) = aw% +bri+c=1
flz2) = aw% +bxy+c=1ys
f(z3) = a:):% +bxs+c=uys

In Matrixschreibweise iiberfiihrt, bekommt man:

:z:% r1 1 a Y1
2 _
2

z3 xg 1 Y3

b) Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar genau dann, wenn die unter
a) gewonnene Matrix maximalen Rang hat.
Dies ist klarerweise dann erfiillt, wenn die Variablen x; paarweise ver-
schieden sind fiir ¢ = 1,2, 3.



