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Zusammenfassung

Dieses Skript ist keine Vorlesungsmitschrift im gewohnten Sinne, son-
dern eine Extraktion der hinter dem mathematischen Apparat stehen-
den grofleren Strukturen. Daher kann es hochstens eine Hilfe bei der
Beschiftigung mit dem Formalismus sein und unter keinen Umstdnden
die eigene Auseinandersetzung mit einem ordentlichen Mathematikbuch
ersetzen.

Insbesondere wird die Einsicht in groflere mathematische Strukturen er-
kauft durch den Mangel an formaler Ausfiihrlichkeit. Dadurch kénnen
viele wichtige Resultate hier gar nicht zur Sprache kommen.

Bearbeitungshinweise:

a) Mit Absicht sind hier nicht alle wesentlichen Begriff definiert oder
hinreichend weit entwickelt worden. Der Grund dafiir besteht zum
Einen darin, daf} dieses Skript dann wesentlich ldnger geworden wére
und zum Anderen wollen wir nicht dazu beitragen, dafl der Leser die
Lektiire von mathematischen Lehrbiichern umgeht.

b) Alle wirklich wichtigen mathematischen Begriffe sind im Text fett
gedruckt.

¢) Wir werden versuchen, die mathematische Gedankenfiihrung da-
durch transparenter zu machen, dafl wir zwischen gehaltvollen Sétzen
und technischen Lemmata unterscheiden.

Susanne Gerber, Adrian Hass, Martin Held, Falko Krause, Lars Petzold
und Ole Schulz-Trieglaff haben grofle Teile dieses Skripts fiir B TEX bear-
beitet.

Fiir die immer noch vorhandenen Fehler und Ungenauigkeiten bin nur ich
allein verantwortlich.



Inhaltsverzeichnis

1

Groflere Strukturen

1.1 Lineare Algebra . . . . . . . . .. . Lo o
1.2 Numerik . . . . . . . e
Matrizen

Semantik einer Matrix

3.1

3.2

3.3

Lineare Abbildungen . . . . . . . .. ... ... ... .......
3.1.1 Definition . . . . ... ...
3.1.2  Représentation . . . .. ... ... oL
3.1.3 Basiswechsel . . . ... ... ... .. 0.
314 Bildund Kern . . . .. .. ... . o oo
3.1.5 Determinante . . . . . . .. ... oL
Lineare Gleichungssysteme . . . . . . .. ... ... ... ... ..
3.2.1 Représentation . . . .. ... ... ... ... ..
3.2.2 Losbarkeit . . . . . ... o
SUMIMATY .+ v v v e v e e e e e e e e e e e

Numerik linearer Gleichungssysteme

4.1
4.2

4.3

Iterative Losung linearer Gleichungssysteme . . . . . . . . . . ..
Numerische Kontrolle . . . . ... .. .. ... ... ... ...
4.2.1 Vektorieller Abstandsbegriff . . . . . ... ... ...
4.2.2 Kondition einer Matrix . . . . .. .. ... ... ...
Ein Beispiel . . . . . . . ..

Geometrieerhaltung

5.1

5.2

Orthogonale Matrizen . . . . . ... ... ... ... .......
5.1.1 Skalarprodukte . . . . ... ... ... ... .. ......
5.1.2 Projektoren . . . . . .. ... oL
QR-Zerlegung . . . . . . . ...

Lineare Ausgleichsprobleme

6.1
6.2

6.3

Motivation . . . . . ...
Optimierung . . . . . . . . e
6.2.1 Normalengleichungen . . . . . . . ... ... ... .. ...
6.2.2 Losbarkeit des Ausgleichsproblems . . . . ... ... ...
6.2.3 Statistische Bedeutung . . . . . . ... ... 0oL
Lineare Ausgleichsprobleme und QR-Zerlegung . . . . ... . ..
6.3.1 Zerlegungsvarianten . . . . ... ...
6.3.2 Numerische Beurteilung . . . . .. ... ... ... ...

Normalformen quadratischer Matrizen

7.1

Diagonalform . . . . . .. . ... ... ...
7.1.1 Etwas Gehirn investieren . . . . . .. ... ... .. ..
7.1.2  Schritt 1: Das charakteristische Polynom . . . . . . . . ..
7.1.3 Wieder etwas Gehirn . . . . ... ... ...
7.1.4  Schritt 2: Nullstellen des charakteristischen Polynoms . .
7.1.5  Schritt 3: Eigenvektoren berechnen . . . . . .. ... ...
7.1.6  Schritt 4: Vielfachheiten . . . . . . .. .. ... ... ...

21
21
21
23
24
25

27
27
27
29
32

34
34
35
36
36
37
37
37
38



7.1.7 Mehr Gehirn . . . . . . ...

7.1.8 Kriterien zur Diagonalisierbarkeit . . . . . . . ... .. ..
7.1.9 Ein Beispiel . . . . ..o oo oo
7.2 Schur-Normalform . . . ... ... ... ... ... ......
7.3 Jordan-Normalform . . . ... .. ... ... ... .. ...,
7.3.1 Nicht ohne Gehirn . . . . . ... ... ... ... ...
7.3.2 Nilpotente Matizen . . . . . . . ... ... ... . .....
7.3.3 Das Minimalpolynom . . ... ... .. ..........
7.3.4 Ein Beispiel . . . . ... oo
7.3.5 Jordanzerlegung . . . ... ... .o oL
7.3.6 Jordansche Normalform . . .. .. ... ... ... ....
7.3.7 Ein Beispiel . . . . ... oo
7.4 Singuldrwertzerlegung . . . . . . . .. ...
7.4.1 Existenz der Zerlegung . . . . . . ... ..o
7.4.2 Interessante Eigenschaften der SVD . . . ... .. .. ..
7.5 SUIMMATY .« v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e
Anhang
8.1 Der Satz von Cayley-Hamilton . . . ... ... ... ... ....
8.2 Zusétzliche Diagonalisierbarkeitskriterien . . . . . ... .. ...
8.2.1 Normale Matrizen . . ... .. ... ... .. ... . ...
8.2.2  Symmetrische Matrizen . . .. ... ... ... ... ...
8.3 Matrixexponentielle . . . . .. . ... ... 0L
8.3.1 Anfangswertprobleme . . ... . ... ... ..., ... .
8.3.2  Wohldefiniertheit . . . . . . ... ..o oL
8.3.3 Eigenschaften . . . . . ... ... o000

May the force be with you!



1 Groflere Strukturen

1.1 Lineare Algebra

1. Matrizen

7N\
Sematik einer Matrix  Syntax: Matrixkalkiil

2. Semantik einer Matrix

7N\
Lin. Gleichungssysteme Ax =b Lin. Abbildungen F : V — W

3. Zentrale Probleme bei linearen Gleichungssysteme iiber Zahlenkorpern:

a) Finde Bedingungen der Losbarkeit.
b) Frage der Eindeutigkeit der Losung
Methoden zur Untersuchung: Rangbestimmung
4. Zentrale Fragen bei linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen V, W:

a) Dimensionserhaltung des Urbildraums V

b) Geometrieerhaltung, d.h. Invarianz der Winkel und Léngen von Vek-
toren v € V unter der linearen Abbildung F': V — W

¢) Invarianzeigenschaften von F' unter Basiswechsel in Bezug auf gewisse
Unterrdume U aus V

Methoden zur Untersuchung: Rangbestimmung, Determinantenberechnung,
Berechnung des Eigen- bzw. Singuldrwertspektrums

1.2 Numerik



2 Matrizen

Die uns vorgegebenen formalen Objekte A der Form

aix a2 ... Qim

a1 a9 co. Q2m
A= (aij)n’m =

an1 ap2 ... Qpm

iiber den Zahlenkorpern R bzw. C nennen wir Matrizen und schreiben in diesem
Fall A € R"™™ bzw. A € C"*™,

Fiir dieses Objekt geben wir einen Kalkiil in axiomatischer Form an.

Bemerkung 1. :

Dieses Vorgehen ist keineswegs zwingend und wird nur der Kiirze halber gewdhlt.
Tatsdchlich kann man die meisten dieser Relationen mit den elementaren Ma-
trizenoperationen der Addition und der Multiplikation nachrechnen.

Sei nun A € R™*™ B € R™*! ¢ € R*7:
1. A-B = (ci;), mit ¢, = 2?21 a;;bji. Im allgemeinen ist A- B # B - A.
2. (A-B)-C=A-(B-C)

3. A+ B =C, mit ¢;; = a;; + bij.

4 A (B+C)=A-B+A-C.

5. (A" = A mit A* = (aji)mn

6. (A+B)!=A"+ B'

7. (A-B)t = B'A!

8. (A-B)"t=p71.47!

9. (A~1)~! = A, fiir A quadratisch, d.h. A € R"*",
10. (AH)~t = (A7)t falls A quadratisch ist.
11. (B-A)~t = A=1. B~ falls A, B quadratisch sind.
12. (@A)t =aAd™!

13. (A+B)k = Zle (?)AkBk*i, falls A und B kommutieren, d.h. AB = BA

Es stellt sich die Frage, welche Semantik man fiir dieses abstrakte Objekt ange-
ben kann.



3 Semantik einer Matrix

Matrizen lassen sich sowohl als Reprisentationen von linearen Abbildungen als
auch als Représentationen von linearen Gleichungssystemen auffassen [11]. Die
Tatsache der Repriisentation meint hier, dal Eigenschaften von linearen Ab-
bildungen und Eigenschaften von linearen Gleichungssystemen Merkmalen von
Matrizen bijektiv zugeordnet sind.

3.1 Lineare Abbildungen

3.1.1 Definition

Definition 1. :
Unter einer linearen Abbildung F zwischen zwei Vektorrdumen V und W wver-
stehen wir die Zuordnung

F: VW

V= w

von Elementen v € V aus dem Urbildraum V zu Elementen w € W, dem Bild-
oder Zielraum der Abildung derart, daf§ gilt:

V’Ul,’l}g evVv: F(Ot’Ul +ﬁv2):aF(v1)+ﬂF(v2) ew

Unter einem Vektorraum wollen wir eine Menge V' mit einer algebraischen
Struktur iiber einem Kérper K von Zahlen verstehen, bestehend aus

einer bzgl. V inneren Verkniipfung

+:VxV -V

(v1,v2) — v1 + V2

und einer bzgl. V dufleren Verkniipfung

x : K xV -V
(A v) = Axw

Bzgl. + ist V eine kommutative Gruppe und die Multiplikation mit Skalaren
muf fiir alle v € V und beliebig vorgegebene Korperelemente A, p folgende
Gleichungen respektieren, d.h. in der durch

) A+p)xv=Axv+pu*v
1) AMv1 4 v2) = Avy + vy

i) Ak (u*xv)=(A*pu)=*
)1

iv

ii

spezifizierten Weise mit der Gruppenstruktur vertréglich sein. x bezeichnet das
cartesische Produkt.

Wir beschrinken uns im gesamten Skript ausschlieflich auf die Betrachtung
endlich-dimensionaler Vektorrdaume.



3.1.2 Reprisentation

Um einzusehen, dal Matrizen lineare Abbildungen repédsentieren, mufl man sich
klar machen, dafl sie lediglich auf der Basis des Vektorraums operieren. Wer
werden daher zundchst den Zusammenhang einer Basis mit ihrem Vehktorraum
beleuchten und danach das Schicksal einer Basis unter einer linearen Abbildung.

Unter einer Basis B eines Vektorraums wollen wir diejenige Menge B von li-
near unabhéngigen Vektoren w, verstehen, die ausreicht, um jedes v € V unter
Ausnutzung der auf V' gegebenen algebraischen Struktur, d.h. als Linearkombi-
nation

N
VUEV:U:Z)\iui (1)
i=1

darstellen zu kénnen. Die )\; sind die Koordinaten von v bzgl. 5. Wir wollen
das erldutern und darstellen, was man {iber eine Basis wenigstens wissen sollte.

Definition 2. :
Es heifien Vektoren vy und vo linear unabhdngig genau dann, wenn

Axvy+pkve =0
=>A=u=0

Wesentlich hieran ist, dafl die Darstellung (1) eindeutig ist, weil

N N
v = ZAiUi = Z,Uiui

1=1 =1
N
i=1
= /\1 = W = 0 Wi

aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren 0. Anschaulich reden
wir daher iiber genau einen Vektorraum, wenn wir eine Basis B hinschreiben.
Damit kénnen wir den Begriff der Basis selbst aufkliren:

Definition 3. : Sei BC V.

i) Besteht B aus paarweise linear unabhdngigen Vektoren und ist B ein Er-
zeugendensystem, dann ist B eine Basis von V.

it) Eine Teilmenge ¥V C 'V heifit Erzeugendensystem gdw

{Zamﬂai e K[zl u; €V Vi} =V

Die Idee hieran ist natiirlich, daf8 B = {u1,—,u,}.

Folglich sollte sich niemand dariiber wundern, dal wenn wir einen Vektorraum
V in Unterrdume zerlegen, die ihrerseits durch die Basisvektoren aufgespannt
werden, eine Tatsache, die sich als Umkehrung des eben diskutierten Zusam-
menhang auffassen 148t.



Definition 4. :
Eine nicht-leere Teilmenge U eines Vektorraums V iber dem Korper K heifit
Unterraum von V' gdw

i) x+yelU Vax,yeU
i) areU Ve eU VYaekK

Unter einer solchen direkten Zerlegung in Unterrdume wollen wir folgendes
verstehen:

Definition 5. : Ein Vektorraum V iber dem Kérper K[z| besitzt eine direkte
Zerlegung V =U;, & ... & Uy, in Unterrdume Uy, —, U, gdw

i) V=U®..0U,
it) uinU;=0 Vi, j
Es kann gezeigt werden, dal man zu jedem V auch eine Basis finden kann.

Zum Schlufl verabreden wir noch, die Anzahl der Elemente von B als
Dimension des Vektorraums V' zu bezeichnen.

Damit kommen wir zu der noch ausstehenden Frage, wie F' : V — V auf der
Basis B von V operiert. Das kann man am Besten an einem Beispiel illustrieren.
Zu diesem Zweck wéhlen wir:

i) eine Basis B = {uj, us} des Bildraums V = R?
ul == (1,0) ul :=(0,1)

Diese Basis bezeichnet man auch als kanonischen Basis. Typischerweise
schreibt man dann auch {eq,ez}.

ii) eine Basis A = {wy,wz} des Urbildraums V = R?
wi :=(1,0) wl :=(0,1)
Diese beiden Basen sind willkiirlich gewédhlt und nur zuféllig gleich.

iii) eine Abbildung F'. Wir wihlen der Anschaulichkeit halber eine Drehung
F : R? — R? im Ursprung in mathematisch positiver Richtung um
den Winkel v.

Wir betrachten dann z.B. den Vektor v = (z1,x2) bzgl. der Basis B. Wie
verdndert er sich unter F'?

Da F linear ist, schreiben wir F(z) = x1F(e1) + x3F (e2). Es geniigt daher, die
angegebenen Basisvektoren abzubilden. Dann ist nach elementar-geometrischer
Anschauung fiir dieses Beispiel:

F(u;)™ = (cosv,sinv)

F(ug)T = (—sinv,cosv)

Das kann man spaltenweise hinschreiben:

A= < cosv —sinv ) _ (F(ul) F(UQ)) @)

sinvy  cosv



Abbildung 1: Drehung im Ursprung um v

Was wir durch (2) haben getan, sicht man, wenn man versucht, die Bilder F'(u,)
als Linearkombinationen der Elemente von A auszudriicken, d.h.

F(uj):Zaijwi & Flu)=A-u; Vj (3)

mit A := (aij)z‘ i Denn da A = B gewihlt war, leuchtet es sofort ein, daff die
in (3) ben'dtigte’n Koeffizienten bereits in (2) stehen. Man moge dies nachrech-
nen, um einzusehen, da§ A in (2) den durch die Drehung F' zwischen A und B
etablierten, eindeutigen Zusammenhang darstellt. (3) sagt uns also, wie wir zu
einem gegebenen Basispaar die F' darstellende Matrix gewinnen kénnen: Wir
ermitteln fiir jedes Urbildbasiselement u; die Koordinaten des Bildes F(u;)T
bzgl. der Basis A.

Fiir unseren Beispielvektor v bedeutet der Spezialfall der Matrizenmultipli-
kation (3) gerade

F(v)=A-v=(x1cosv —xgsinv, zysinv + xs cosv)

Die Eindeutigkeit der Darstellung des Abbildes von B unter F' folgt aus

VoeV: F)= F(Z/\iui) = Z/\iF(Ui)

zusammen mit der Linearitdt von F' und der Eindeutigkeit der Basisdarstellung
jedes v € V bzgl. A. O

Der Leser moge nun selbst mit Hilfe der Additionstheoreme nachrech-
nen, daf} die Spalten von A wieder eine Basis von V' abgeben. Dies ist
gerade die gedrehte kanonische Basis. Wir schlielen daraus weiter, dafl die
Spalten einer Matrix die eindeutigen Abbilder der Elemente von B sind
und eine Basis desjenigen Raumes Im(F'), dem Abbild von F', darstellen,
der durch die Abbildung erzeugt wird.

Man mache sich nochmal klar, daf (2) die Bilder von B bereits in der nicht-
gedrehten kanonischen Basis A darstellt: Nur weil wir die Basis des Bildraums
in unserem Beispiel vorgegeben haben, konnten wir die Matrixeintrige von A
elementar-geometrisch bestimmen.



In der Literatur wird die Abhéngigkeit einer Matrix von zwei Basen hiufig
deutlich gemacht, indem man die Menge der (nxm)-Matrizen mit M g“(n X
m) bezeichnet. Dabei ist n offensichtlich die Dimension des Bildes von F
und m die des Urbildes von F.

Bemerkung 2. :

Es ist also keine Kleinigkeit, herauszufinden, welche lineare Abbildung F wirk-
lich hinter einer Matrixz steckt, da man die gewdhlten Basen nicht kennt, und
man kann dieses Problem auch nicht los werden. Wir werden aber bei der Unter-
suchung der Normalform einer Matriz eine Mdéglickeit an die Hand bekommen,
eine fir F charakteristische Basis anzugeben, die eine eindeutige Zuordnung
von Matrixz und Abbildung zuldjst.

Die Abbildung von v € V auf ein geeignet gewiéihltes w € W ist also nichts ande-
res als seine eindeutige Darstellung in der Basis von W inclusive einer Anderung
seiner basisabhéngigen Koordinaten.

Wir sind damit - modulo formal vollstdndiger Argumentation - berechtigt, zu
behaupten:

Jede (nxm)-Matrix A repriisentiert genau eine lineare Abbildung
F.

Das hat zur Folge, dal man Abbildungseigenschaften von F' z.B.
i) Dimensionserhaltung des Urbildraums, d.h. F injektiv
ii) Geometrieerhaltung, d.h. < u,v >=< F(u), F(v) > siehe unten

ii) und insbesondere die Eigenschaft der fast-Invarianz der durch die Spalten
reprasentierten Unterrdume

in den formalen Eigenschaften der Matrix wiederfinden mdochte. Die zur Ent-
deckung dieser Eigenschaften benttigten Instrumente sind der Rang, die Deter-
minante und das Eigen- bzw. Singuldrwertspektrum einer Matrix.

3.1.3 Basiswechsel

Wir beuten jetzt unser Beispiel der Drehung aus dem letzten Abschnitt weiter
aus: Dort haben wir nachgerechnet, dafl die Bilder der Basisvektoren wieder
eine Basis des R? darstellen.

Was wiirde passieren, wenn wir die Bilder auch als Basis A des Zielraums V
von F': V — V wéhlen wiirden? Um das festzustellen, benutzten wir wieder (3)
und finden - wie durch ein Wunder - fiir A sofort die Gestalt

=(31)

Das Auswechseln einer Basis also éndert die Gestalt der Matrix, die aber natiirlich
weiterhin dieselbe Drehung F' darstellt.

Bemerkung 3. :

Fiir diese Einheitsmatriz, die die identische Abbildung darstellt, schreiben wir
manchmal E und manchmal 1. Fiir die Einheitsmatriz ist charakteristisch, dafs
sie fiir jede Wahl von A = B von der Gestalt (4) ist.
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Wie kénnen wir diese Veréinderung einer Matrix durch Auswechseln der Basis
in systematischer Weise erfassen? Sollten wir nicht z.B. die Matrix der Drehung
selbst als Basiswechselmatrix auffassen? Das geht tatsédchlich. Um das vorzube-
reiten, definieren wir zunéchst

Definition 6. : Fine Matriz heifst invertierbar oder regulir gdw eine Matriz A’
existiert mit

AA'=F

In diesem Fall identifizieren wir A’ = A~' und die Matrizenmenge GL(n, K) =
{A € Mg (n x n,K) : A regulir} iber dem Korper K bildet zusammen mit der
Matrizenmultiplikation eine Gruppe [9].

Man beachte, dafl durch diese Definition offenbar ein Verfahren zur Be-
rechnung von A~' an die Hand gegeben wird, weil sich jede dquivalente
Zeilenumformung als Linksmultiplikation von A mit einer geeigneten Ma-
trix B darstellen 148t. Spaltenumformungen werden hingegen dargestellt
durch die Rechtsmultiplikation von A mit einer Matrix.

Es ist nicht schwer einzusehen, dafl invertierbare Matrizen gerade bijektive,
d.h. solche Abbildungen repriisentieren, die injektiv und surjektiv sind. (Beweis
als Ubung)

Definition 7. :
Eine lineare Abbildung F heifit injektiv genau dann, wenn

Vo, e ViFu)=F@) = ov=1v
und surjektiv genau dann, wenn
YweW Fv:w=F()
Damit hat unser Basiswechselproblem folgende Teilschritte:

a) F: V — W werde durch irgendeine Matrix A zu gewissen Basen A und
B gegeben, d.h.

wa = Avg (5)

b) Wir dndern die Basis vom Urbild V' von A zu A’ und die vom Bild W von
B zu B’, an der Gestalt von A dndern wir nichts.

¢) Da jeder Zusammenhang zwischen Basen wird durch eine Matrix gegeben
wird, werden wir den Zusammenhang zwischen A und A’ durch S und
den zwischen B und B’ durch T darstellen, d.h.

va=8Svy wag=Twy YveV YweW (6)

d) Damit kein Basisvektor beim Umrechnen von der neuen auf die alte bzw.
von der alten auf die neue Basis verloren geht, verlangen wir, daf§ 7" und
S invertierbar sind.

11
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S 14 L 71
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A

Abbildung 2: Basiswechel

Wir veranschaulichen uns die Sache mittels einer Graphik: Was wir infolge von
(6) zusammen mit der Forderung nach Invertierbarkeit erwarten, ist

wr = Twp =TAvy = TAS oy (7)

Man kann dies auch tatséchlich zeigen und es moge jeder den Beweis zu fol-
gendem Satz in einem Mathematikbuch nachvollziehen. Wir formulieren daher
den

Satz 1. : Sei F' : V — W linear und Basen zu V und W gegeben wie oben
beschrieben. Dann gibt es invertierbare Matrizen T und S derart, daf

T-Af-S'=Af = A (8)
und A" ist die F darstellende Matriz von F in der neuen (gestrichenen) Basis.

Matrizen, die in Gleichungen der Art (8) vorkommen, nennen wir Basiswech-
selmatrizen. Errechnet werden solche Matrizen iiber (3) und sie sind nichts
Ungewohnliches. Basiswechsel liegen z.B. bei Koordinatentransformationen vor.

Im Unterschied zu dem in (7) betrachteten Fall haben wir es jetzt mit ' : V — V
zu tun, d.h. im o.g. Beispiel fallen das Urbild mit dem Bild- oder Zielraum der
Abbildung zusammen, so dal man F' einen Endomorphismus nennt. Was
heifit das jetzt fiir die Drehmatrix in (2)? (7) vereinfacht sich zu

wp = SAS tva (9)
(5) und (9) liefern zusammen
A =SAS™! (10)

Matrizen, fiir die (10) gilt, heifen #hnlich zu einander und die Ahnlichkeits-
relation ist eine Aquivalenzrelation. Solche Relationen zerlegen die Men-
ge der Matrizen disjunkt in Untermengen von zueinander #quivalenten (hier:
dhnlichen) Matrizen und jedes beliebige Element der Untermenge ist i.S.d. der

Aquivalenzrelation eindeutiger Vertreter jedes Elements der Untermenge.

12



Damit ist die Sache klar, denn fiir unsere Drehmatrix in (2) gilt offenbar, dafl
sie in einer solchen Aquivalenzrelation vorkommt:

cosy —sinv 0 1 cosyv  sinv '\
sinv  cosv 30 —sinv cosv |
( —4cosvsiny 2sin’v—1 )

2cos?v —1 4cosvsinv

wie jeder nachrechnen kann und daher ist sie eine Basiswechselmatrix. Wir wer-
den in dem Abschnitt iiber Normalformen ein Verfahren kennenlernen, das Be-
stehen einer Ahnlichkeitsrelation in systematischer Weise nachzupriifen.

3.1.4 Bild und Kern

Was passiert, wenn man lineare Abbildungen, sog. Homomorphismen vor sich
hat, die irgendeinen Zielraum haben?

Zum einen kann es passieren, dafl in einen hdherdimensionalen Raum hinein
abgebildet wird - dann ist A € R™ ™ mit m < n - oder in einen niederdimen-
sionalen - dann n < m. Um dies deutlich zu machen, definieren wir den Kern

von F' und das Bild von F' durch

Definition 8. :
Es sei eine lineare Abbildung F : V. — W gegeben. Dann nennen wir

a) Im(F) := F(V) das Bild F
b) Ker(F):= F~1(0) den Kern oder auch den Nullraum von F
Daher leuchtet es sofort ein, die sog. Dimensionsformel zu formulieren:
dim(V) = dim(Im(F)) + dim(Ker(F))

Beweis: Ubung

3.1.5 Determinante

Was uns zur Charakterisierung einer linearen Abbildung wenigstens noch fehlt,
ist ein Maf} fiir die Volumenverzerrung, die diese Abbildung erzeugt. Was mit
dem Volumenbegriff gemeint ist, erkliren wir an einem Beispiel:

(%) /
v+

U1

Abbildung 3: Zum Volumenbegriff
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Zwei Vektoren vy, vy € R? spannen ein Parallelogramm auf und wir kénnen
ihm anschaulich ein Volumen V zuordnen auf folgende Weise:

i) V(v1,v2) > 0 und V(v1,v2) = 0 gdw vy ||ve.
i) V(awvy,v) = |a|V(v1,v2) mit |af € RS‘
i) V(v1 + U;,Uz) =V(v1,v2) + V(UII,UQ)

Diese Anschauung ist unabhéngig von der Dimension des betrachteten Vektor-
raumes giiltig, so dafl wir definieren:

Definition 9. :
Sei V' ein n-dimensionaler, endlicher Vektorraum. Dann heifst die Abbildung

V:Vx..xV —=R{ ein Volumen auf V gdw
————

n

i) V ist linear in jedem Argument (multilinear).

it) Sind die Vektoren vi, —, vg linear abhingig, dann ist V(v1,—,vr) =0 (al-
ternierend)
iti) Es existieren Vektoren vy, —,v; mit V(vi, —,v;) =0

Wir fithren nun im zweiten Schritt die Determinante einer quadratischen Ma-
trix als Maf fiir die Volumenverzerrung infolge einer linearen Abbildung ein
durch die:

Definition 10. : Sei A € R™*™ und V(v1, —, vy,) das durch die Vektoren vy, —, vy,
aufgespannte Volumen. Dann ist die Determinante von A erkldrt durch

V(Avy, —, Avy,)

det(A) := V(or,—.0n)

(11)

Die Determinante erbt somit die Figenschaften des Volumenbegriffs und man
kann zeigen[9], daf infolgedessen der Determinante det : R™*™ — K einer
Matriz A folgende die Determinante identifizierende Eigenschaften zukommen:

i) det(A) ist linear in jeder Zeile (multilinear).
it) det(A) =0 gdw A zwei gleiche Zeilen hat (alternierend).
ii1) det(E) =0 mit E als (n x n)-Einheitsmatriz (Normierung).

Wichtig fiir die Addquatheit des Begriffs der Volumenverzerrung infolge einer
linearen Abbildung ist die Forderung der Unabhiingigkeit des Wertes von det(A)
von der Wahl der Basis von V. Man kann zeigen, daf§ (11) dieser Forderung

geniigt [9].

Bemerkung 4. : det(A) spielt bei Koordinatentransformationen oder bei der
Berechnung von Integralen eine wichtige Rolle.

Zum Schluf} formulieren wir noch vier wichtige Sétze, die jeder Leser iibungs-
halber versuchen sollte, zu beweisen:

Satz 2. : Sei A € R™*™. Dann ist

det(A) # 0 < rang(A) = dim(V) (12)
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Lemma 1. : Entwicklungssatz von Laplace
det(A) = (=1)"*a;; det(A),) (13)
j=1

und A;-i entsteht durch Streichen von gewdhlter i-ter Zeile und j-ter Spalte.
Mit dem Entwicklungsatz rechnet man nun sofort nach, daf gilt:

Lemma 2. : Sei A € R™*™ e¢ine rechte obere Dreieicksmatrix, d.h. von
der Gestalt

a11  Qai2 e A1m
0 a9 ‘e a92m
0 0 ... Aum

Dann gilt die praktisch wichtige Beziehung:
det(A) = H (077
i=1

Fiir spétere Zwecke notieren wir noch ohne Beweis das

Lemma 3. : Multiplikationssatz fiir Determinanten
det(A * B) = det(A) - det(B)

aus dem man sofort die interessante Folgerung erhilt:

1
~ det(A)

det(A)det(A ') =det(1) =1 = det(A™)
Bemerkung 5. :
Man kann zeigen, daf$ dhnliche Matrizen dieselbe Determinante haben.

Vereinfachungen des Entwicklungssatzes fiir den R? und den R? gibt es in Form
der Sarrusregel, deren Summanden Produkte aus den, wie in Abbildung (4)
gezeigt, verbundenen Koreffizienten sind. Die Vorzeichen der einzelnen Produkt-

Gy Gz 413 Wy Op

Gy Oy U3 Ui Gy

O3 03 U3 Gy g
Abbildung 4: Idee der Sarrusregel

terme kann man ablesen aus Abbildung (5), die die Ausfithrung der Sarrusregel
zeigt. Sie geniigt zum Losen der meisten Aufgaben.
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Fiirn = 3 ist

an ap ap
ananas3 + 412023031 + 41367103
ay an ap | =
—a11G3G3; — 12021033 — 413022031
ay an axn

Abbildung 5: Ausfiihren der Sarrusregel

3.2 Lineare Gleichungssysteme

Wir untersuchen nun die zweite Moglichkeit, Matrizen zu interpretieren. Dafiir
beschrinken wir uns der Anschaulichkeit halber im Weiteren auf die Betrachtung
von Endomorphismen F - es sei denn, wir setzen explizit etwas anderes fest.

3.2.1 Reprisentation

Dank der Matrizenmultiplikation kann ein inhomgenes lineares Gleichungssy-
stem wie folgt reprisentiert werden:

a1 +aitz ... FaimTm =b1
anx1  +axnTzy ... +anTm = bo

& Az =0
Apn®1  +ap2T2 ... FApmTm = by

Offensichtlich hat die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor den Ef-
fekt die Zeilen der Matrix auszusummieren, was man mit a; als Matrixspalten
dquivalent auch durch

m
szb@ijaj =b
j=1

ausdriicken kann. Diese Repésentation ist auch klarerweise eindeutig und wir
unterscheiden noch:

Definition 11. :
Das lineare Gleichungssystem heifst homogen genau dann, wenn (kurz: gdw) gilt:
b;=0 Vi.

Wir schlielen damit:

Jede Matrix A reprisentiert genau ein lineares Gleichungssy-
stem.

Wir fragen jetzt, ob Eigenschaften des linearen Gleichungssystems z.B.
1. Existenz einer Losung
2. Eindeutigkeit einer Losung

mit den Eigenschaften einer Matrix in Zusammenhang gebracht werden kénnen.
Dabei wird die Interpretation einer Matrix durch lineare Abbildungen weiter-
helfen. Hierfiir definieren wir zu allererst:
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Definition 12. :
Sei A € R™ *™. Dann nennen wir die Anzahl linear unabhdngiger Spalten von
A den Rang einer Matriz und schreiben mit 0 < k < max{m,n}:

rang(A) =k
Fiir den Rang einer Matrix gilt der folgende wichtige

Satz 3. :
Sei A € R"™™., Dann gilt:

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A) (14)

denn man kann zeigen, daf8 gilt:

Jede Matriz A € R™ ™ ist dquivalent zu einer Matric B € R™ ™ mit
invertierbaren Basiswechselmatrizen S und T

SAT™! = ( EO 8 ) (15)

und an E, liest man die Giltigkeit von (1/) unmittelbar ab. Solche Basis-
wechselmatrizen kann man stets finden und die hier gemeinte Aquivalenz-
relation ist eine der Ranggleichheit. Fin Beispiel hierfir ist uns schon in

(4) begegnet.

Bemerkung 6. :

E,. st offenbar der Vertreter einer Klasse von Matrizen, die paarweise in der
Aquivalenzrelation der Ranggleichheit stehen. Etwas ganz Analoges wird uns bei
der Untersuchung der Normalform einer Matriz wieder begegnen.

(15) ist nicht schwer zu beweisen, aber der Nachweis ist etwas linglich. Es sei
jedem Leser dringend empfohlen, diesen Beweis in einem Mathe-Buch einmal
nachzurechnen: Viele Zusammenhénge versteht man nachher leichter.

Ebenfalls interessant ist der Zusammenhang zwischen dem maximalen Rang
einer Matrix und der Matrixgestalt:

Die Matrix A ist von Maximalrang gdw sie sich durch Aquivalenz-umformungen
zu einer rechten oberen Dreiecksmatrix umformen 148t und alle Hauptdia-
gonaleintrage von Null verschieden sind.

Denn jede weitere (von den interessanten) Zeilenumformungen kann nur noch
Eintrége oberhalb der Hauptdiagonalen dndern. O

Man beachte auch, dafl zwar gilt *Zeilenrang=Spaltenrang’, aber Spaltenum-
formungen keine Aquivalenzumformungen i.0.g.S. sind! Denn Spaltenumfor-
mungen mixen Variablen mit verschiedenen Indizes, die bei der Matrixschreib-
weise von linearen Gleichungssystemen weggelassen wurden. Nur das Vertau-
schen von Spalten, ist ungefihrlich, weil dadurch lediglich ein Umindizieren der
Variablen bewirkt wird.
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3.2.2 Léosbarkeit
Wir beginnen also jede Fallunterscheidung mit Eigenschaften von F:

1. Ist F : V — V dimensionserhaltend, d.h. injektiv, dann ist in der re-
présentierenden Matrix A keine Matrixspalte von den anderen linear abhéngig,
so daB A nicht durch Aquivalenzumformungen, d.h. elementare Zeilenum-
formungen auf die Form

0 aig ... Qim
0 a9292 ... Q2m
0 An2 ... Qupm

gebracht werden kann. Wir wissen aber aus der Schule, dafl man jede Ma-
trix durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilen-Stufenform bringen
kann. Die dafiir erlaubten Aquivalenzumformungen

(a) Vertauschen zweier Zeilen

(b) Multiplizieren einer Zeile mit einem Faktor

(c) Subtrahieren einer Zeile von einer anderen Zeile
werden im Gaufischen Eliminationsverfahren zusammengefafit.
Das Wesentliche an der Zeilen-Stufen-Form einer Matrix als Resultat
des GauBschen Eliminationsverfahrens ist, dal jede Zeile (bis auf die voll-

besetzte erste) links mindestens eine Null mehr hat, als die dariiber ste-
hende Zeile. Damit argumentieren wir:

Sind nun alle Matrixspalten linear unabhéngig, so kann offenbar
durch das Gaufische Eliminationsverfahren hochstens eine rechte obe-
re Dreiecksmatrix entstehen, an der die eindeutige Losbarkeit des
Gleichungssystems direkt ablesbar ist. (Beweis als Ubung)

Fiir quadratische Matrizen bedeutet dies offenbar:
Az = 0 ist eindeutig 16sbar nur durch z =0 (16)

& A ist regulér.

< 3 A7 d.h. eine n x n-Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihr
Rang gerade n ist. d.h. A ist invertierbar < AA~'=EFE,.

< Ker(F) ={0}

< rang(A) = dim(V)

< det(4) #0

< A ist nicht singulér.

Wieder moge jeder selbst als Ubung beweisen, da das stimmt. Wir finden
also, dafl rang(A), det(A) Instrumente sind zur Entdeckung von Eigen-
schaften sowohl von linearen Gleichungssystemen als auch von linearen
Abbildungen.
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2. Ist F: V — V surjektiv, dann mufl A weder dimensionserhaltend, noch
quadratisch sein.

a) Im Fall A € R™™™ mit n < m gibt es mindestens eine nicht-triviale
Losung x: Es liegt ein unterbestimmtes Gleichungssystem vor und
man kann m — dim(Ker(F')) Parameter in der Losung frei wihlen.

b) Im Fall A € R™™ mit n > m muf} es keine nicht-triviale Losung
geben, da ein iiberbestimmtes Gleichungssystem vorliegt.

Wir fassen damit zusammen:

Ein lineares Gleichungssystem Ax = b ist eindeutig losbar
gdw die von A reprisentierte Abbildung F': V — W injektiv
ist.

3. Fiir inhomogene lineare Gleichungssysteme Az = b, die als affinen Ab-
bildungen interpretierbar sind, folgt:

i) Finjektiv = Az = b ist eindeutig lésbar durch x = A~1b fiir jedes b.
Beweis: trivial

il) Az = b ist 16sbar gdw rang(A) = rang(A|b). Dieser Fall wurde be-
reits behandelt: b € Spaltenraum von A. Wird letzteres nicht vor-
ausgesetzt, so kann man Ax = b nur bis auf einen Fehler

r=Az—b (17)
l6sen und spricht daher manchmal auch von Fehlergleichungen. (17)
werden wir spéter als Residuum bezeichnen und auch im Abschnitt

iiber lineare Ausgleichsprobleme noch einmal auf (17) zuriickkommen.

Der allgemeine Zusammenhang zwischen affinen Abbildungen und linearen Glei-
chungs kann nochmal anschaulich gefafit werden durch folgenden Satz.

Satz 4. :
Es bezeichnen Ly die Menge aller Losungen eines homogenen Gleichungssystems
und Ly die Menge aller Losungen eines inhomogenen Gleichungssystems. Es sei
weiter xy, € Ly, beliebig vorgegeben. Dann gilt

Ly =1xp+ Ly

Denn wir koénnen einerseits argumentieren, dafl

Ay =b AN Axzg=0 = A(xp+z9)=0
= LyDaxp+ Ly

und andererseits, daf3
x € Lp beliebig =  A(zp—2)=0

= (wp—2z)€Ly & Ly Capy+ Lo ]
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3.3 summary

Wir konnten plausibel machen, da§ die Instrumente rang(A) und det(A4), in-
dem sie Figenschaften von Matrizen verifizieren, Informationen liefern iiber die
Losbarkeit linearer Gleichungssysteme und die Abbildungseigenschaften linera-
rer Abbildungen bzgl. der Basen ihrer Vektorrdume:

1. der rang(A) iiber

(a) die Losbarkeit und die eindeutige Losbarkeit(vgl.(16)) von linearern
Gleichungssystemen

(b) die Injektivitit von F : V — W und die Invertierbarkeit von A
2. die det(A) = | 4] iiber

(a) den rang(A) (vgl.(12))
(b) das Maf der Volumenverzerrung infolge von F : V. — W (vgl.(11))

Es bleibt zu fragen, wie die Instrumente rang(A) und det(A) numerisch be-
herrscht werden kénnen bzw. mit welchen Problemen wir zu rechnen haben.
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4 Numerik linearer Gleichungssysteme

Bekanntermaflen hat man folgenden Zusammenhang in der Numerik:

Eingabefehler —  Algorithmusfehler — Resultatfehler
T 7
Kondition des Problems Stabilitdt des Alg.

Der Begriff der Stabilitéit eines Algorithmus und Begriff der Kondition eines
Problems werden zur Kontrolle dieser Fehler eingefiithrt. Wir vernach-ldssigen
zunéchst einmal Stabilitdtsfragen und betrachten nur die Frage der Kondition
eines Problems am Beispiel eines lineraren Gleichungssystems, d.h. am Beispiel
einer Matrix.

4.1 TIterative Losung linearer Gleichungssysteme
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem
Ar =10 (18)

und iteratives Verfahren, dafl Niherungslosungen Az, ~ b liefert von (18).
Solchen Iterationsverfahren sind unvermeidlich, wenn man die Lésung von (18)
algorithmisch erlangen will.

Viele Verfahren zur Losung von (18) beruhen auf dem Banachschen
Fixpunksatz, nach dem jede Selbstabbildung f : I — I genau einen
Fixpunkt f(a*) = z* besitzt, falls sie kontrahierend ist, d.h. falls gilt
|Z‘k+1 — Z‘k| < L‘l‘k — xk_l\.

Zur Konstruktion der Approximationslosung iiberfiihrt man dafiir ein Pro-
blem f(x) = 0 &quivalent in eine Fixpunktgleichung ¢(z*) = z*. Man
kann dann zeigen, da8 fiir die durch die Iterationsvorschrift ¢(x) = Tg41
definierte Folge xp — z* eintritt, falls |zp1 — x| < L|axg — 2x—1| mit
0 < L < 1. z* ist dann Losung von f(z) = 0.

Dann machen wir im k-ten Schritt den Fehler e, = A0 — 2, = = — x. Da
wir die wahre Losung « jedoch erst errechnen miissen und A~! aus numerischen
Griinden nicht berechnen wollen, steht als Maf fiir die Giite der Anpassung nur
das Residuum

rg = b— Axyg
zur Verfiigung. Bezeichnen wir die Linge von 7, ohne néhere Definition mit
|lrkll, dann ist dasjenige Iterationsverfahren wiinschenswert, welches am Schlufl
ein minimales ||rg|| liefert.

4.2 Numerische Kontrolle

Doch diese Betrachtung macht nur Sinn, falls wir |leg|| durch ||ry|| kontrollieren
konnen, d.h. wir wiinschen uns, daf:

&l = llex |

mit moglichst scharfer Abschitzung! Angenommen wir hitten die Vektor- und
Matrixnorm schon definiert. Kénnten wir dann die gewiinschte Kontrolle ausiiben?
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1. Zur Beantwortung dieser Frage schéitzen wir zweierlei ab. Dabei werden
wir so tun, als sei nachfolgende Rechnung wohldefiniert und spéter entspre-
chende Forderungen an unsere Definitionen stellen, so dal wir nachtréiglich
Recht bekommen. Daher:

rall = I — Azl = [ Aex]l < [Alllex] (19)
pagra-p el _ oy ggpay 1 Az
||7"o|| ||7"0H
Ailbka €k
S L g leed
ol ol
ANl 1Al
1o Azoll ~ TAco]
JAllex] el
0) > _
( 1Alleol ~ leol

Diese Ungleichung motiviert die folgende Definition:

Definition 13. :
Sei A € R™™"™ eine requlire Matriz. Dann ist

cond(A) = || A A]

die Kondition der Matriz, da im singuliren Fall A™! nicht existiert. Statt
von der Kondition einer Matriz spricht man hdufig auch von der Kondition
eines Problems.

Wir schlieflen, dafl wir die gesuchte Kontrolle nur fiir gut konditionier-
te Probleme haben. Diese Tatsache wird spéter die Motivation fiir viele
Besonderheiten in numerischen Verfahren darstellen.

2. Was bedeutet cond(A) anschaulich?

i) Von jeder Definition der Matrixnorm werden wir eine Verallgemeine-
rung der Vektornorm verlangen, d.h.

L = B (20)
=1 = [[A7'A] < [JA[l]A7Y] = cond(4) (21)

ii) Betrachte nun ein gestortes Gleichungssystem A(z + Ax) = b+ Ab.
Dann folgt:

Ab=(b+ Ab) — b= A(z + Az) — Az = A(Ax)
da A linear ist.

Ignoriert man weiterhin, daf§ man eigentlich noch nicht weif}; dafl man die
Umformung

IAz] = A= Ab]| < [[A7"][|Ab|
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machen darf, so bekommt man:

-1
[Az| _ [ATI [|Ab]

|AD|
< =c
lzll = [[Al= ol

|
ond(A) ol (22)

(20) - (22) berechtigen uns, cond(A) als Ma$ fiir die Verstirkung von
Eingabefehlern Ab in der Approximationslosung Az aufzufassen - und
zwar allein aufgrund der Eigenschaften von A.

Wir haben also das Bediirfnis sowohl die Vektornorm als auch die Matrixnorm
einzufithren. Damit sind unsere Wiinsche klar und wir miissen uns um die
Einfithrung geeigneter Abstandsbegriffe kiimmern.

4.2.1 Vektorieller Abstandsbegriff
Definition 14. : Sei X ein Vektorraum. Dann heifit

- X—R
Norm auf X gdw
i) Izl = 0, [[z][ =0z =0
it) |lax| = |a|||z|| Vz € X und VYo aus dem Korper

iii) ||z +yl < ||zl + lyll Vz,y € X (Dreiecksungleichung)

Mogliche Realisationen von Normen auf endlichen Vektordumen X sind:

a) [zl =Y |zl (1-Norm)

n 1/2
b) |zl = (Zizl ‘%“2) (2-Norm)
¢) [[z]loc = max]|z;] (co-Norm)

n 1
d) Jzll, = (20, [2:7)" 1<p<oo  (p-Norm)

lel, = gmllzil,
m 1/2
lely = (1) =&,

=1

lelloe = max |z,

el =(i||)/ (<p<oo) (D)

e

Abbildung 6: Vektornormen von {x = C™ : ||z|| < 1}

Jeder Leser moge als Ubung selbst nachrechnen, daf8 diese Ausdriicke tatséichlich
Normen sind. Interessant ist hierzu noch der folgende
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Satz 5. : Auf einem endlichen Vektorraum X sind alle Normen dquivalent, d.h.
es gilt

allzlle < llzfls < Bllzlla

Die Folge dieses Satzes ist, dass man bei einer Fehleranalyse im Endlichdimensio-
nalen eine Norm z.B. nach ihrer geometrischen Interpretation fiir den benttigten
Zweck wihlen darf.

4.2.2 Kondition einer Matrix

Die Matrixnorm setzen wir auf unserer gewéhlten Vektornorm auf:

Definition 15. : Sei wieder X ein Vektorraum. Dann ist die Norm einer Matrix
erkldrt durch

A
4l = supl 22 = a1 a

e =l l=i=1
Wir betrachten nun mogliche Realisationen von Matrixnormen auf X:

a) [|All1 = max Y ., |l Spaltensummennorm
J

b) [[Allocc = max Z;-L:l |ai;]| Zeilensummennorm
1/2
c) [|All2 = {p(ATA)} Spektralnorm

(2,2)

(0,1)* /,’
1-norm: — - Al =4
(1,0)* (1,0)*
/,,
2-norm: — Z - lAll; ~ 2.9208

Al =3

OO-norm:

Figure 3.1. On the left, the unit balls of R? with respect to || - ||y, || - ||z, and
Il - lloo- On the right, their images under the matriz A of (3.7). Dashed lines
mark the vectors that are amplified most by A in each norm.

Abbildung 7: Matrixnormen bzgl. Vektornormen im R?

Jeder Leser moge als Ubung selbst nachrechnen, daff diese Ausdriicke tatséchlich
Normen sind.

Bemerkung 7. :
Den Begriff des Spektralradius p(A) werden wir spdter kennenlernen. An dieser
Stelle muf er gliicklicherweise nicht weiter benutzt werden.
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Da die Funktion z — ||Az|| in jeder unserer Realisationen stetig war, nimmt sie
auf der kompakten Menge {z| ||z|| = 1} sicher auch ihr Maximum an, so dafl
wir abschétzen konnen:

[Az]] < [[A]l f|=]] < o0

Damit haben wir unsere bisherigen Umformungen gerechtfertigt.

Weil wir bereits wissen, dafl die Spalten einer Matrix die Bilder der Basisvek-
toren darstellen, kénnen wir eine in Abbildung (4.2.2) bereits dargestellte an-
schauliche Interpretation angeben, nach der eine Matrixnorm ein Maf fiir die
maximale Verzerrung eines gegebenen Vektors (mit basisabhingigem Koordina-
tenvektor!) durch die lineare Abbildung der Matrix darstellt.

Damit stehen die begrifflichen Intuitionen bereit zur Betrachtung eines Beispiels.

4.3 Ein Beispiel

Betrachte die Matrix AT A mit A € R?*™. Solche Matrizen sind immer sym-
metrisch, d.h. fiir solche Matrizen gilt:

B:=(ATA) = (ATA)T = BT

Der Leser moge dies an einem selbstgewéhlten Beispiel einmal nachrechnen.
Gegeben sei nun folgende Matrix und wir berechnen in gewohnter Weise:

01 2 10 7 3
A= 3 2 1 ~ ATA=| 7 6 4
110 3 40

Im Fall symmetrischer Matrizen liefert die Gaufl - Elimination die sog. Diago-
nalform von A, d.h. es ist ausschliellich die Hauptdiagonale von A besetzt:

10 7 3 1.35 0 0
7 6 4 ~ 0 —-283 0
3 40 0 0 16.67

An dieser Diagonalform lesen wir den Maximalrang von A unmittelbar ab und
fiir die Determinate als Maf fiir die Volumenverzerrung nach dem Laplaceschen
Entwicklungssatz bekommen wir:

01 2
det(A)=|3 2 1 0-| 2 L g3 by, 82
11 0 1 0 1 0 1 1
streiche 1,1 streiche 1,2 streiche 1,3
= 0-(-1)—1-(-1)+2-1
= 340

A hat daher Maximalrang. Noch einfacher ist der symmetrische Fall:
det(ATA) = 11022033 = —46

Es sollte jeder die hier ausgelassenen Umformungen selbst nachvollziehen.
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Die Spektralnorm ist anschaulich der betragsméfig groite Eintrag auf der Haupt-
diagonalen und auch sie gibt das Maf} einer Vektorverzerrung an, die nun an
der Diagonalform von AT A leicht ablesbar ist. Damit bekommen wir unter Be-
nutzung der Definitionen nach Berechnung von A~! und (AT A)~%:

cond(A) = 16.67
cond(ATA) = (16.67)% = 150,82

Wir lesen daran ab, daf die algorithmische Losung von Ax = b noch akzep-
tabel sein mag, die numerische Behandlung von AT Az = b jedoch wenig ver-
trauenerweckend ist. Daher suchen wir nach einer dquivalenten Darstellung der
urspriinglichen Problems Az = b fiir numerische Verfahren. Es wird sich zeigen,
dafl die sog. OR-Zerlegung fiir diese Probleme einen Ausweg bietet. Bevor je-
doch versténdlich ist, welcher Gedanke dieser Matrix-Zerlegung zugrunde liegt,
miissen wir noch tiefer graben.
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5 Geometrieerhaltung

Aus numerischer Sicht und auch aus der des Modellierers, der Informationen
in den Eintragen der Matrix codiert, sucht man naheliegenderweise nach einer
dquivalenten Darstellung von A, die cond(A) = || A||||A~!|| wenigstens nicht
verschlechtert. Das bringt uns auf die Idee, folgende Q R-Zerlegung von A zu
fordern:

A=QR (23)
mit [|@]] = 1. Wir nehmen vorweg, dafl solche Matrizen die Eigenschaft
QT _ Q—l
besitzen und orthogonale Matrizen genannt werden.

Warum ist (23) eine gute Idee? Es gibt zwei Griinde:

1. Falls es Matrizen @ und R gibt derart, daf (23) gilt, so folgt
Ar=b & Rz=Q"b

d.h. nach einer optimal konditionierten Matrizenmultiplikation liefert Riick-
wértseinsetzen sofort die Losung.

2. Zwar ist cond(A) = cond(R), doch da die Berechnung von A~! zur Lésung
von x = A~1b ihrerseits schlecht konditioniert und obendrein numerisch
teuer ist, haben wir etwas gewonnen.

5.1 Orthogonale Matrizen

Wir miissen daher orthogonale Matrizen weiter erforschen, um sie in einem noch
zu schreibenden Algorithmus sinnvoll verwenden zu kénnen. Denn als néchstes
fragen wir uns natiirlich:

e Wie konnen wir @) erzeugen?

e Wie konnen wir die Matrixfaktorisierung A = QR berechnen?

5.1.1 Skalarprodukte

Wir wissen bereits, dafl fiir orthogonale Matrizen folgendes gilt:

1) QT = Q7! Die Quelle dieser Eigenschaft ist nicht so leicht einzusehen
und wird verschoben bis nach der Behandlung des Normalformproblems.

2) [|Q|l = 1, d.h. es gibt keine Volumenverzerrung durch @, was nichts an-
deres bedeuten kann als dafl die lineare Abbildung F', die @ ausfiihrt,
geometrieerhaltend ist. Wir nennen F' in solchen Fillen isometrisch.

Geometrieerhaltung aber ist dquivalent zu Winkel- und Léngenerhaltung
unter F' und die Langenerhaltung kénnen wir bereits unter Benutzung der
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2-Norm ausdriicken durch:

YweV: |vla = [[F@)|2
= (O IF@R = ()
=: v/ {(v,v) (24)

Mit dem letzten Gleichheitszeichen haben wir in (24) das von der 2-Norm
induzierte Skalarprodukt definiert, das wieder alle Eigenschaften der
Norm erbt. Man sollte sich merken, dafi das Skalarprodukt im Reellen
eine positiv definite, symmetrische lineare Abbildung ist, d.h.

i) linear in beiden Argumenten
i) (w,v) = (v,w) (symmetrisch)
iii) (v,v) >0 und (v,v) =0 gdw v = 0 (positiv definit)

Die elementar-geometrischen Ausdriicke fiir die trigonometrischen Funk-
tionen deuten darauf hin, dal damit auch die Winkel zwischen Vektoren
festgelegt sind. Dies ist auch tatséchlich der Fall. Man kann zeigen - und
jeder Leser sollte das selbst nachvollziehen - daf fiir Vektoren v, w gilt:

(v, w) = [[vl2]fwll2 cos(< (v, w))

Statt von einem Skalarprodukt iiber R spricht man auch von einer sym-
metrischen Bilinearform (-,-) : V x V — R{ und das Paar (V,(-,"))
nennt man den euklidischen Vektorraum, wenn das Skalarprodukt
durch die 2-Norm induziert wird.

Machen wir uns das am Beispiel klar: Beschréinken wir uns auf den R?, so haben
wir einer seiner isometrischen Abbildung bereits kennen gelernt: die Drehung.
Die zweite und letzte ist die Spiegelung.

Man berechne zur Ubung die Matrix der Spiegelung im R? und priife die
beiden charakteristischen Eigenschaften nach.

Das Skalarprodukt gibt uns sofort einen weiteren, sehr wichtigen Begriff an die
Hand:

Definition 16. : Zwei Vektoren v, w aus einem Vektorraum V, heiflen ortho-
gonal oder senkrecht zueinander gdw

v,w)y=0 & wvlw

Was es hieran zu verstehen gibt, ist folgendes: Das durch die 2-Norm induzier-
te Skalarprodukt 16scht den zu w senkrechten und damit linear unabhéngigen
Anteil des Vektors v. Denn da das Skalarprodukt bilinear ist, folgt

(v,w) = (v + v, w) = (v, w) + (v}, w) =0+ (v, w) (25)
Das bedeutet, dafl die Trivialitét

v = (v,w)w + (v — (v, w)w) (26)
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direkt unsere geometrische Anschauung wiedergibt und wir nennen (v, w)w die
orthogonale Projektion von v auf w.

(26) legt eine Darstellung von v € V' durch eine Menge paarweise orthogonaler
Vektoren nahe. Ob eine Basis mit solchen Eigenschaften existiert, héngt offen-
sichtlich nur von den Eigenschaften des Paars (V/ ||-||) ab. Die Darstellung durch
eine Orthogonalbasis hat die Form:

n

YoeV: o= Z(v,uj>uj (27)

j=1

Man spricht auch von einer Entwicklung nach Orthonormalbasen. (27) ist die
Losung der Aufgabe, den Koordinatenvektor von v zu einer gegebenen Basis
B = {u;|{u;,u;) =0 Vi, j} zu finden. Die Anwendung von (27) auf ein Saklar-
produkt liefert zusammen mit der Eigenschaft der Orthogonalitét:

n

<Ua uj>ujv Z<U, u7>ul>

1 i=1

n
E (v, wy) (w, wi) (uy, ug)

=1

NE

(v,u) =

I
NIRRT

<.
Il
—

(v, uz) (u, i)

I

i=1

Ein Spezialfall dieser Umformung ist die niitzliche Parsevalsche Gleichung:

n
loll® =D (v, w) |
i=1

Bemerkung 8. :
Die praktisch wichtigen Hilbertrdume H besitzen eine Orthogonalbasis.

Wir werden sehen, dafl uns das weiterhilft, () zu berechnen, wenn wir die Idee
der orthogonalen Projektion weiterverfolgen.

5.1.2 Projektoren

Wir betrachten nun die Spiegelung eines Vektors v an der Geraden g = aa mit
a als Einheitsvektor ldngs einer vorgegebenen Richtung mit Hilfe des Skalarpro-
duktes genauer. Es soll wie immer « € R sein und g oBdA eine Ursprungsgerade.
Fiir eine solche Spiegelung gilt offensichtlich:

v =2(v,a)a — v (28)
mit v als Spiegelbild. Damit lassen sich alle orthogonalen Abbildungen des R?
durch orthogonale Projektionen ausfithren und wir fithren daher den Begriff des
Projektors ein.

Definition 17. : Sei P € R™"*™. Dann ist die Matrixz P ein Projektor gdw

P?=P (29)
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Abbildung 8: Spiegelung an g

Denn iiber Projektoren sollte man wenigstens folgendes wissen:

i) Sei Pz = v, d.h. P projeziere auf die durch v vorgegebene Richtung. Dann
folgt mit (29): Pv = P%z = Pz = v so daf}

Yo e Im(P): Plv)=v (30)

Da v beliebig aus Im(P) gewihlt war, muf} es eine Basis von I'm(P) ge-
ben, die unter der Abbildung P unverindert bleibt. Damit haben wir in
Form von (30) zum ersten Mal eine sog. Invarianzeigenschaft einer linearen
Abbildung vor uns. Wir werden spéter sehen, dafl diese Basis fiir P charak-
teristisch ist und diesen Zusammenhang bis hin zur Jordan-Normalform
und zur Singuldrwertzerlegung verallgemeinern.

ii) Sei nun v ¢ I'm(P). Dann ist sicherlich P(v) — v orthogonal zu I'm(P).
= P(Pv—v)=PP —-Ew=Pv—-Pv=0
Damit ist (E — P) der zu P komplementire Projektor.

Damit erfiillt ein Projektor offensichtlich unsere geometrische Anschauung einer
Projektion.

Bemerkung 9. :
Der Leser mdge sich diese FEigenschaften von Projektoren gut merken als An-
schauung fiir die Behandlung der Normalformproblematik einer Matrix.

Wir betrachten zum Schlufl noch die Matrixgestalt orthogonaler Projektoren.
Dafiir geben wir zunéchst die

Definition 18. : Ein Projektor P ist orthogonal, falls PT = P. Denn es ist:
eTPT(E — P)x = 2T (P — P*)z =0 (31)

und das besagt doch, daf§ die Projektion von x und die komplementére Projek-
tion von x senkrecht aufeinander stehen, was nichts anderes ist als

Im(P) L Ker(P)

Grund genug, um nach der Anschauung von einem orthogonalen Projektor zu
sprechen. O
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Die anschauliche Bedeutung der Orthogonalprojektion ergibt sich fiir den R?
sofort durch den Satz von Pythagoras

—P(y))| = mi - 32
ly=P@)l=_min_ fly-z| (3

Man beachte, daf3 (31) die Aussicht eréffnet, einen kompletten Vektorraum dis-
junkt zu zerlegen in die Bilder von Projektoren, d.h.

V = e Im(P) (33)

Jeder Leser moge diesem Hinweis mit Hilfe eines Mathe-Buchs selbst einmal
nachgehen. Die Form der Matrix des Projektors ergibt sich aus (27):

~~o

~~o

Figure 6.2. An orthogonal projection.

Abbildung 9: orthogonale Projektion im R?

n

Py = Z(v,uj>uj (34)

Jj=1

und die u; sind die orthogonalen Basisvektoren von Im(P). Normiert man die
Basisvektoren zusitzlich auf die Lange 1, so bekommt man aus (34) die Dar-
stellung

. <U7uj>uj

<uj’uj>

Pv =

Jj=1

Definition 19. :
FEine Basis, die aus normierten und paarweise orthogonalen Vektoren besteht,
heifst Orthonoralbasis.

Folglich kann man fiir die Projektion auf einen Vektor v mit |lul| = 1 die Pro-
jektion ganz allgemein schreiben:

’LLUT

Fiir die komplementére Projektion bekommt man

’LLUT

P, = E—— 36
+ uTuy (36)
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Daher beschreibt wegen (28) der Ausdruck

T
uy
die Spiegelung an der durch u bestimmten Geraden. Solche Matrizen nennt man
Householder-Matrizen, die sog. Householderreflexionen ausfiihren.

Der Leser moge zur Ubung selbst nachrechnen, dafi H,, eine symmetrische und
orthogonale Matrix ist.

5.2 (@QR-Zerlegung

Mit diesem Wissen iiber Projektoren kehren wir zu unseren beiden Berechnungs-
problemen zuriick und fragen: Wie wirkt eine Householder-Matrix H; auf unser
A aus Az = b?

Sei nun a; die i-te Matrix-Spalte von A und e; der i-te Einheitsvektor. Wir
wéhlen zudem als Konstruktionsbedingung fiir H; geméaf [10]:

up = a1 —aep mit
a T
a _ ﬁ\/ ayay, all#o
alay, a1 =0
Dann gilt:
T
ulu
HiAe; = a1 —2 T L a; =ay —up = aey
uy w1

denn es kann jeder Leser selbst elementar nachrechnen, daf} gilt:

wul = 2(afa; +|ani]y/alar)
1
U{al = iulTul

H; ldngs uy eliminiert daher Eintrage in der ersten Spalte von A unterhalb der
Hauptdiagonalen. Das erzeugt die Matrix

o a2 oo Q1m

0 azo ... Qa2m
H A=

0 an2 ... apm

Der zweiten Projektor aus Hé e R=Dx(=1) gewonnen und Hé wird analog
berechnet zu el = (0,1, —,0) mit

Riy1 ... %
0

A, =
2 A2
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und As ist der untere (n — 1) x (n — 1)-Ausschnitt aus A. Der komplette Hs-
Projektor hat damit die Form

Hy
: H,
0

Da die Vektoren der kanonischen Basis paarweise orthogonal zueinander sind,
besteht die anschauliche Bedeutung der Q) R-Zerlegung darin, die Spalten von
A senkrecht aufeinander zu stellen und diesem Senkrechtstellen entspricht je-
weils eine Linksmultiplikation mit einer orthogonalen Matrix. Damit erhalten
wir unser gesuchtes @ bzgl. der kanonischen Basis auf konstruktivem Weg aus

Q= H H, (37)

was zu zeigen war. Wir schlieflen daraus, daf} sich hinter orthogonalen Matri-
zen, d.h. Matrizen @Q mit der Eigenschaft QT = Q! orthogonale Projektoren
verbergen.

Der Leser mache sich noch mal klar, daf3 die Matrizenmultiplikation nicht kom-
mutativ ist: Begonnen wird (37) rechts mit dem Index j = 1.

Da wir die Konstruktion von ) im Detail verfolgt haben, notieren wir den
einschlégigen Existenzsatz jetzt ohne weiteren Beweis:

Satz 6. :
Sei A € R™™ mit m <n, rang(A) = m. Dann besitzt A eine QR-Zerlequng

A=QR

mit [|Q| =1 und Q € R™™™, bei der R € R™*™ nicht-verschwindende Haupt-
diagonalelemente hat.

Dieser Satz impliziert weder, dafl R von Hochstrang ist, noch setzt er voraus,
dafl A regulér ist.

Folglich setzt uns die QR-Zerlegung in die Lage, ein lineares Gleichungssystem
i.S.v. (24) zu losen.

Dies ist natiirlich nur ein konstruktiver Weg, die @ R-Zerlegung zu berechnen,
der viel von der hinter der Zerlegung stehenden Idee erkennen 14t. Numerisch
wird man je nach den Prioritdten, die man bei der Losung einer Aufgabe hat,
einen etwas anderen Weg einschlagen vgl. [4].
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6 Lineare Ausgleichsprobleme

6.1 Motivation

Wir werden uns als néchstes mit sog. linearen Ausgleichsproblemen der Form
7]l = [Az — d]|z = min

beschéftigen. Wie entstehen solche Probleme typischerweise? Dafiir betrachten

wir eine sog. Zeitreihe z.B.

t/s |1 2 3 4 5
x(t)/m [ 14 28 84 112 183

Das sind Daten, die zu bestimmten Zeitpunkten aufgenommen werden und in
diesem Fall ist jedes einzelne Wertepaar eine Realisation des Wegzeitgeseztzes,
das wir durch zweimalige Intergation aus der Bewegungsgleichung des freien
Falls im Vakuum erhalten:
d
Em(t) =g = zxz()= % 2 4 -t 4 0

Durch diese Zeitreihe wird ein iiberbestimmtes Problem definiert, dessen Losbar-
keitsbedingungen wir bereits in (17) kennengelernt haben. Wir wollen v, g aus
dem Datensatz bestimmen und kénnen dafiir oBdA zg = 0 setzen. Die Folge
ist, dafl unsere Matrix die Gestalt annimmt:

11 14
2 4 28

A=| 3 9 d=| 84 und A(”°>:d
4 16 112 g
5 25 183

Nehmen wir nun einmal an, die Losung dieses iiberbestimmten Ausgleichspro-
blems sei nicht garantiert. Dann muf ||r||2 # 0 sein, unabhéngig von der Tat-
sache, dafl das Wegzeitgeseztz einen nicht-linearen Zusammenhang instantiiert.
SchlieBlich kénnen wir auch einen andern Zusammenhang wihlen. Das folgende

= Phatabruck

RE ]

Abbildung 10: Beispiel eines verrauschten Zusammenhangs

Punktediagramm z.B. 1463t vermuten, daf es sich in diesem Beispiel um einen li-
nearen Zusammenhang handelt und wir versuchen, ihn zu rekonstruieren, indem
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wir eine sogenannte Ausgleichsgrade berechnen mit Hilfe des Ansatzes:

Blutdruck(Alter) = a- Alter +d; + zufillige Abweichung
e Yy o= a-zi+tdi+nr (38)

Man spricht in diesem Fall auch von einer linearen Regression.

Wenn nur zuféllige Fehler als Abweichungen von der Ausgleichsgraden vorkom-
men, sind alle Abweichungen des Betrages nach gleichwahrscheinlich und daher
erhalten wir die optimale Gerade aus der anschaulichen Forderung der Minimie-
rung der Summe aller Abstéinde der Datenpunkte (y;(x;), ;) zu der gesuchten
Gerade. Da b; der vorhergesagte Achsenabschnitt ist, konnen wir y; + d; =: b;
setzen. Damit gewinnen wir die Forderung

713 = | Az — b]|3 = min (39)

Bemerkung 10. :
(39) ist eine quadratische Form. Aus diesem Grund kann man der Minimierung
von (39) statistische Eigenschaften zuweisen. [2]

6.2 Optimierung

Wir wenden die Technik der Housholder-Reflexionen nun an auf das lineare
Optimierungsproblem:

[7lle = | Az = b]|2 = min (40)

das jedem Leser schon aus (32) bekannt vorkommen sollte. Man nennt ||r||2 auch
die Zielfunktion des Optimierungsproblems. Wir betrachten zuerst die analyti-

b
r=b- Az

Figure 11.3. Formulation of the least squares problem (11.2) in terms of or-
thogonal projection.

Abbildung 11: lineares Ausgleichsproblem

sche Losung von (40) und setzten voraus, dal A von Hochstrang ist. Wir sehen
anschaulich, dafl das Residuum r senkrecht steht auf Pb.

Da die Potenzfunktion streng monoton ist, sind die folgenden Minimierungspro-
bleme &dquivalent

(@)l = /(). 7(@)) = min
1 1 _
5(r(@),r(@)) = 57 = min ()

Aber (41) ist viel leichter zu berechnen, weil die Wurzelfunktion fehlt.
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6.2.1 Normalengleichungen

Anschaulich bedeutet (40), die orthogonale Projektion von b auf Az zu berech-
nen, denn sie ist diejenige von minimaler Lénge. Das aber ist nichts anderes als
die Forderung:

()% =7Tr = 2T AT Az — 2(Az)Tb + bTb = mmin (42)
Die notwendige Bedingung eines Extremalpunktes fiir Funktionen R™ — R:
Valr(@)[3 =0
liefert mit(42) die Forderung nach der Giiltigkeit der Normalengleichungen
AT Az = ATh (43)
Denn ||7(x)||3 wird durch die Losung von (43) in 2 auch tatsiichlich minimiert:

Die zweite Ableitung von (42) in z ist gerade 247 A und AT A selbst ist positiv
definit wegen

2TATAx = (Az)T(Az) >0 Vr sowie
2TATAz = 0 & (A2)=0 & =0

und - wie schon mal nachgerechnet - symmetrisch. Andernfalls kann nur noch
ein Sattelpunkt vorliegen.

6.2.2 Losbarkeit des Ausgleichsproblems

Wir notieren rasch die wichtigsten Zwischenergebnisse:
1. x € R™ ist eine Losung von ||Az —b||2 = min gdw z € R" eine Losung von
AT Az = Ab ist.
2. Diese Losung ist eindeutig genau dann, wenn A von Hochstrang ist.

3. Die Losung ist zugleich die kiirzeste Losung in Bezug auf die euklidische
Norm.

Wir zeigen jetzt noch als Anwendung zur linearen Algebra, daB AT Ax = Ab
mindestens eine Losung besitzt:

i) Wir erinnern uns, daf§ ein inhomogenes Gleichungssystem losbar ist gdw
gilt:
rang(A) = rang(A|b)
Das bedeutet offenbar, daf} jedes Element des Kerns von F' zu A orthogonal

auf der rechten Seite b des Gleichungssystems steht, d.h. es ist nach der
Dimensionsformel: € Ker(F)Lb.

ii) Da F zu A linear ist, gibt es sicherlich ein gewisses = derart, dafl
0=ATAz = ATp
= 2TAT Az = ||Az||3 =0
= Az =0
= (Az)Tb =0
= Jz:z € Ker(F)Llb
= rang(A) = rang(Alb) = Ker(AT)+
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was gerade zu zeigen war. Wir haben daher die folgende Aquivalenz:
Ar=be ATAr = ATb o o= (ATA) ATy = ATD

At wird auch als verallgemeinerte Inverse bezeichnet und A7 A kann we-
gen der Formgleichheit zu (35) als Projektor auf range(A), d.h. Im(F) zu A
aufgefafit werden.

6.2.3 Statistische Bedeutung

Wir betrachten wieder
ATAz = ATh o o= (ATA) 1 ATh = AT
und nehmen an, dafl die empirischen Daten b einer durch
Var[b] := E[(b— E[b])?] = E[b?] — E[b)* = 0*1

beschriebenen Streuung oder auch Varianz unterliegen. Zu diesem Zweck fas-
sen wir b als Vektor von unabhéngigen Zufallsvariablen b; auf, die in unserem
Beispiel irgendwelche Werte angenommen haben.

Bemerkung 11. :
Das Verhalten einer z.B. reellen Zufallsvariablen wird bestimmt durch ihre Ver-
teilung P(X)

P(X <) = F@) = [ " )y

F(z) nennt man Verteilungsfunktion und f(z) Dichte der Verteilung. Wir schrei-
ben allgemein fir das erste Moment der Verteilung, d.h. fiir den Erwartungswert
einer Zufallsvariable X mit Werten aus der Menge )

E[X] = /Q zP(X = z)dx

Wir erwihnen ohne Beweis, daf$ der Erwartungswert durch eine lineare Funk-
tion reprdisentiert wird. Es mdge jeder Leser in einem Stochastik-Buch selbst
weiterlesen z.B. in [0].

Berechnen wir nun Erwartungswert und Varianz der Losung, dann finden wir
ATA)TATH] = (ATA)TATEY
ATA)TTAT (b — Elz])) (b — E[z])TA(AT A)™)

b—F

Elz] = E|
[ x
ATA)TATE[(b — E[z))(b - Elx

(
Varlz] = E|[( )

( [2]) ] A(ATA) 7!
(ATA) AT 621A(AT A = (AT A) 102

6.3 Lineare Ausgleichsprobleme und ()R-Zerlegung
6.3.1 Zerlegungsvarianten

Man kann jedoch die Losung von (43) finden, ohne die Matrix AT A explizit zu
berechnen, was - wie wir an einem Beispiel schon gesehen haben - i.a. nicht zu
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empfehlen ist. Dafiir nutzen wir die Matrixfaktorisierung in der Normalenglei-
chung aus:

Pz=ATAz = ATb
= RT'QTQRz = RTQ"b
=Rr = Qb
& Rr = b (44)

Alternativ kann man die QR-Zerlegung auch direkt in (39) vornehmen:

min = 1-[Az —b]3 = |QT] - Az - b]3 = |QT Az — Qb3
1Rz — QTbII3 = || Rz — cl|3 + [1d|I3

c € R™

An dieser letzten Darstellung kann man die hinreichende Optimierungsbedin-
gung direkt ablesen. Denn da d aus den gemessenen Daten herriihrt, wird das
Minimum angenommen fiir

|Rx —¢c[|2=0 < Rzr=c

Riickwértseinsetzen liefert daher direkt die Losung.

6.3.2 Numerische Beurteilung

Grundsétzlich hiatten wir fiir unser Beispiel folgende Punkte abzuarbeiten:
1. Stabilitdt der @ R-Zerlegung
2. Numerischer Aufwand der QR-Zerlegung
3. Kondition des Ausgleichsproblems
4. Numerischer Aufwand der Losung des linearen Gleichungssystems (44)
5. Stabilitdt des Losungsalgorithmus zu (44)

Wir wollen uns jetzt darauf beschrinken, zu zeigen, wie lineare Ausgleichspro-
bleme auf Stérungen reagieren:

Wir betrachten zunéchst nur die Kondition von A, kiimmern uns aber jetzt um
den Fall, dafl A nicht vollen Rang hat. Dafiir bilden wir folgendes Beispiel:

1. In unserem Beispiel stehe A A(e) fiir das gestorte Problem und wir wihlen:

A((l) 8) b = (1,0)

und  AA(e) = ( ’ ‘ )
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2. Fiir die Kondition des gestorten Problems bekommen wir wegen

AT =4 ATA=4A At =4
AA(e)T = AA(e)

sa@ras0=( 5y )
(A+AAe)" = < g _11 >

in Bezug auf die 2-Norm den Ausdruck

|ATD+ (A4 AA(e)) ™0l (1 n 1)%
[A+ol] - €

und jeder Leser moge das selbst nachrechnen. Man beobachtet zweierlei:

i) Der Rang der gestorten Matrix ist grofler als der der ungestorten.

ii) Die Kondition ist fiir kleine € extrem schlecht.

und 1) ist offensichtlich der Grund fiir ii). Wir schlieBen daraus, dafl der Rang ei-
ner Matrix zu den die numerische Losbarkeit eines linearen Ausgleichsproblems
dominierenden Faktoren gehort.

Eine ausfiihrliche Untersuchung der Kondition des linearen Ausgleichsproblems,
d.h. der Reaktion der Losung auf Stérungen in A und in b findet man in [3].

Bemerkung 12. :
Die QR-Zerlequng ist ein numerisch stabiles Verfahren. Es gibt andere, nume-

risch weniger ginstige Losungsverfahren linearer Gleichungssysteme z.B. das
Cholesky-Verfahren.
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7 Normalformen quadratischer Matrizen

Wir greifen nun ein ganz anderes Thema auf und erinneren noch mal an die
erstaunliche Invarianzeigenschaft von Projektoren P: V — V'

YoeIm(P): P)=v
= P(U,\) =Xvy A=1 (45)

Gleichungen der Form (45) zeichnen X als Eigenwert und v, als zu A gehorigen
Eigenvektor der Abbildung F' aus. Man spricht auch von einer Eigenwertglei-
chung. Eigenwerte und Eigenvektoren gibt es nur von Endomorphismen und wir
nennen End(V) die Menge der Endomorphismen iiber V.

Bemerkung 13. :
Aus Gewohnheit schreiben wir von jetzt an fiir die FEinheitsmatriz das Zeichen
1 statt E wie bisher.

Wir werden diese Invarianzeigenschaft jetzt weiterverfolgen und das charakte-
ristische Verhalten von Endomorphismen auf bestimmten Unterrdumen unter-
suchen. Diese Invarianzeigenschaften zu bestimmen bezeichnen wir als Normal-
formproblem. Das Normalformproblem betrifft im Grunde zwei Fragen:

a) Was kann man iiber einen Endomorphimus insgesamt wissen?
b) Basisrelativitit: Welcher Endomorphismus steckt hinter welcher Matrix?

Es wird sich zeigen, dafl man diese beiden Fragen mit Hilfe der Eigenwerte und
der Eigenvektoren beantworten kann. Was wir also brauchen sind mathema-
tische Aussagen, die es erlauben, in systematischer Weise Eigenvektoren und
Eigenwerte eines Endomorphismus zu identifizieren.

Bemerkung 14. :

Das Konzept der Figenwerte und Eigenvektoren kommt hdufig vor: Z.B. ist die
Exponentialfunktion die Eigenfunktion zum Eigenwert 1 der linearen Ableitungs-
funktion.

Was also kann man spontan iiber Gleichungen des Typs (45) sagen? Klar scheint
zu sein, dafl niemals v = 0 Eigenvektor, aber sehr wohl A = 0 Eigenwert der
Abbildung F' sein darf, denn:

a) da fiir lineare Abbildungen immer 0 € Ker(F'), wire andernfalls wegen
F(0) = 0=k -0 jedes Korperelement k ein Eigenwert. O

b) die Eigenvektoren zum Eigenwert A = 0 stellen offensichtlich eine Basis fiir
Ker(F) dar, weil die Matrixspalten die Abbilder der Urbildbasisvektoren
sind. O
Folgerung: F' kann mehrere numerisch verschiedene Eigenwerte haben, es
mufl aber nicht so sein, und folglich kann derselbe Eigenwert mehrere
Eigenvektoren haben.

AuBerdem kénnen wir argumentieren, daf3 Eigenvektoren zu verschiedenen Ei-
genwerten linear unabhéngig sind. Wir demonstrieren das an einem Beispiel:
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Seien F'(vi) = Av; und F(v2) = Agqve und wir nehmen an, sie seien linear
abhéngig. Dann folgt

Ju#0: Ajuvs + Ave =0
= ()\1M + )\2)’[}2 =0

was nur von ve = 0 erfiillt werden kann, da hochstens ein Eigenwert 0 sein kann.
Das aber widerspricht der Annahme, vy sei ein Eigenvektor. O

Wir haben uns damit eine mathematische Anschauung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren beschafft und beschrinken uns im Folgenden auf die Betrachtung
von Endomorphismen F' und damit auf quadratische Matrizen. Welchen syste-
matischen Nutzen haben wir von der Untersuchung von Eigenwertgleichungen?

1. Wesentlich an Eigenwerten ist, daf} sie durch eine Eigenwertgleichung ein-
deutig bestimmt werden. Denn fiir jedes w = pv mit v als Eigenvektor
erhélt man unabhéngig von der Wahl fiir A sofort

F(w) = F(pv) = pF(v) = pv = Apv = dw

Diese Umformungen bedeuten nur, dafl man zu gegebenem F' und v genau
ein A bekommt, nicht aber, dafl dieser Zusammenhang auch umkehrbar ist.

2. Angenommen wir koénnen aus den Eigenvektoren von F' : V. — V eine
Basis von V' bilden. Dann gilt aufgrund von (3) und F(v;) = A\jv; Vi :

A1 0 .. 0
0 X2 O ... 0
F 0 (46)
0 0 Ann

weil die Eigenwerte eindeutig zu F' gehéren. (46) nennt man bekanntlich
die Diagonalform der Matrix A zu F.

Damit haben wir offenbar eine Antwort auf die Frage in Aussicht, welche Ma-
trix welche lineare Abbildung ausfiihrt: Kann man die Eigenvektoren als Basis
von V wihlen, dann ist die Diagonalform der Matrix charakteristisch fiir die
lineare Abbildung. Daher nennt man (46) auch die Normalform von A zu F.
Wir definieren somit:

Definition 20. :
Sei F :' V. — V eine lineare Abbildung. Dann heifst F diagonalisierbar gwd
es eine Basis B von FEigenvektoren von F gibt derart, dafi die Matrix von F
Diagonalform hat.

Daher haben wir folgendes Untersuchungsprogramm vor uns:
1. Ist jede lineare Abbildung F diagonalisierbar? (Nein!)

2. Gibt es ein Verfahren, mit dem man die Frage der Diagonalisierbarkeit
von F entscheiden und die Diagonalform von A erzeugen kann? (Jal!)
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3. Was tun, wenn F' nicht diagonalisierbar ist? (Wenn F' trigonalisierbar ist,
dann Jordansche Normalform, sonst Singulidrwertzerlegung)

Wir miifiten jetzt die bisher dargestellte Normalformproblematik sauber in die
Sprache der Matrizen iibertragen. Wir sparen uns dies, da wir wissen, da} Ma-
trizen eindeutige Reprisentanten von Homomorphismen sind und werden
schlampig von der Diagonalisierbarkeit von Matrizen und ihren Eigenwerten
reden.

Damit kénnen wir unser gegenwiértiges Unternehmen, F' zu identifizieren,
auch so formulieren, daf§ wir nach der Menge der Eigenwerte von A suchen
mit dem Ziel, wesentliche Informationen iiber F' zu sammeln. Wir werden
sehen, dafl man viele Eigenschaften von F' aus dem Spektrum gewinnen
kann.

Doch bevor wir dem weiter nachgehen, notieren wir noch einige Definitionen, die
bei den meisten Beispielen, in denen die Eigenwerttheorie Anwendung findet,
ziemlich niitzlich sind:

a) Die Menge der Eigenwerte o(A) := {\, —, A,,} heilt Spektrum von A.

b) Die Menge p(A) := C\ o(A) heifit Resolventenmenge und die im Fall
A € p(A) existierende Matrix (A — A1)~! heiit Resolvente.

c) p(A) :=max{|\| € 0(A)} ist der Spektralradius von A.

d) Ist () der Realteil von A\, dann wird die Spektralabzisse von A gegeben
durch

v(A) = Ag;a(}fx) R(N)

7.1 Diagonalform

Es sieht so aus, als wéren wir jetzt primér an der Konstruktion einer Basis von
V interessiert, mit deren Hilfe wir wesentliche Merkmale von F' € End(V') direkt
an der quadratischen Matrix A ablesen kénnen. Das ist zwar richtig, stellt aber
nur die halbe Wahrheit dar.

7.1.1 Etwas Gehirn investieren

Zusétzlich kann man zeigen, dafl manche F' € End(V) ihrem Vektorraum V
eine geometrische Struktur aufpridgen, wenn es in V F-invariante Unterrdume
gibt, die eine Basis von V bilden.

Definition 21. : Sei U ein Unterraum und F ein Endomrphismus. Dann heif$t
U F-invariant gdw gilt

FU)CU

Zwar meint 'Konstruktion einer Basis’ nichts anderes, als dafl wir uns in sy-
stematischer Weise eine Basiswechselmatrix zusammenhikeln wollen. Doch die-
se Basiswechselmatrix mufl gerade so ausfallen, dafl die Basis, bzgl. der wir
die Matrix A von F' hinterher hinschreiben, diese F-invarianten Unterriume
von V offenlegt sowie das Spektrum von F' beschafft. Beides zusammen ist die
Losung des Normalformproblems fiir quadratische Matrizen und liefert ein Iden-
titatskriterium fiir F.
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Daf man mit der Diagonalform von A zu F' € End(V') ziemlich einfach
rechnen kann, d.h. sich die Komplexitit des Problems reduziert hat, ist
ein fiir praktische Zwecke wichtiger Effekt, aber nicht der leitende mathe-
matische Gedanke bei der Diagonalisierung von Matrizen.

7.1.2 Schritt 1: Das charakteristische Polynom

Aus welchem Grund benétigt man das charakteristische Polynom? Wir haben
noch keine Moglichkeit, die Eigenwerte eines Endomorphismus zu berechnen.
Das wollen wir &ndern und geben zu diesem Zweck die

Definition 22. :
Ist F € End(V') und A seine darstellende Matriz, dann heifit

pa(N) = det(A — A1) (47)
das charakteristische Polynom von A.

Dafl (47) ein Polynom ist, liegt - wie jeder selbst nachrechnen kann - am Ent-
wicklungssatz von Laplace. Wir bekommen i.a. daher

det(A — A1) =) " a;AM (48)

Dieser Ausdruck wird bestimmt durch zwei Groflen: Die Koeffizenten des Poly-
noms und dessen Grad . Denn es gilt das

Lemma 4. :
Zwei Polynome f(x) und g(x) sind gleich gdw sie die gleichen Koeffizienten iber
einem beliebig vorgegebenem Korper K[x] haben.

Beweis als Ubung. Unter dem Grad eines Polynoms verstehen wir folgendes:

Definition 23. :
Sei K[z] ein Korper und p(x) ein Polynom iber diesem Korper, d.h.

n
p(x) = Z ara®
k=i

Dann heifst n € Ny der Grad grad(p) = n von p(x) und wir setzen fir das
Nullpolynom o, bei dem alle Koeffizienten verschwinden, fest: grad(o) = —oc.

Stellt sich heraus, dafi (48) fiir gewisse Werte von A verschwindet, dann sa-
gen uns die Eigenschaften der Determinante, dafl es in der Matrix A — A1
linear abhéngige Zeilen gibt, was nur daran liegen kann, dafl sich A durch
Aquivalenzumformung auf die Gestalt

A0 L 0

0 a2 ... Q2m
A =

0 apns ... Gum

bringen lét. Also sind die Nullstellen von p4(\) gerade die Eigenwerte von F'
bzw. von A. Diesen wichtigen Sachverhalt kénnen wir auch ausdriicken durch
den folgenden
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Satz 7. : Sei F : V — V ein Endomorphismus und X\ ein Korperelement. Dann
sind dquivalent:

F(v) =M
(F—X1)(v)=0
Ker(F — A1) # {0}
Im(F—X1) #V
rang(A — A1) < dim(V)

& det(A—2X1)=0

54
54
=
=

d.h. F — A1 ist nicht injektiv. Die Giiltigkeit dieser Aquivalenzumformungen
sollte jeder Leser nachvollziehen kénnen. Andernfalls sollte man noch mal vorn
anfangen zu lesen.

7.1.3 Wieder etwas Gehirn

Was hat uns das gebracht im Hinblick auf unserer Normalformproblem? Wir
haben in dem Spektrum von F € End(V) wesentliche Informationen iiber F
vermutet. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms kénnen nun aber si-
cher nur dann mit dem Spektrum identisch sein, wenn gilt

Lemma 5. : Die charakteristischen Polynome dhnlicher Matrizen sind gleich.

Das kann man sofort elementar nachrechnen. Sei dafiir B = SAS~!. Dann:

det(B— A1) = det(SAS™' — A1) =det(SAS™! — SA1571)
= det
= det
= det(1)det(A — A1) =1xdet(A— A1) O (49)

Mit anderen Worten: Das charakteristische Polynom einer Matrix A ist immer
dasselbe unabhéngig davon, welche Basen bei der Darstellung von A gewéhlt
werden. Eigenwerte sind daher invariant unter Basiswechsel, d.h. affine Invari-
ante: Ahnliche Matrizen haben wegen (49) auch dieselben Eigenwerte.

Bemerkung 15. Der Leser mdge sich erinneren:

o Matrizen sind dquivalent gdw sie bzgl. verschiedener Basen dieselbe lineare
Abbildung darstellen.

o Quadratische Matrizen sind dhnlich gdw sie bzgl. verschiedener Basen den-
selben Endomorphismus darstellen.

Daraus folgt, da8 Eigenwerte charakteristisch sind fiir eine Aquivalenzklasse von
dghnlichen Matrizen. Wir wissen allerdings noch nicht, ob dieser durch das Spek-
trum eindeutig identifizierten Aquivalenzklasse dhnlicher Matrizen auch genau
eine lineare Abbildung zugeordnet ist. Wir werden sehen, dafl das nicht so ein-
fach ist.

Ist nun pa(A) fiir genau ein bestimmtes F' charakteristisch, d.h. wird genau

ein pa(A) genau einem F' eindeutig zugeordnet? Nein! Wir betrachten dafiir
folgendes Beispiel:
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e Die identische Abbildung im R? hat die Matrix

()

Anstelle des Laplaceschen Entwicklungssatzes fiihren wir die Sarrusregel

Fiirn = 2 ist

an ap
= anan — apay
az an

Abbildung 12: Sarrusregel im R?2

im R? aus. Das liefert fiir das charakteristische Polynom
det(A — A1) = (A —1)? (50)
und den 2-fachen Eigenwert A = 1.

e Die Scherung im R? hat die Matrix

1 1
=(o1)
mit pa(A) = (A — 1)? und dem Eigenwert A = 1 mit u(F,\) = 2. O

Das charakteristische Polynom trégt also seinen Namen insofern zu Unrecht, als
daf es nicht je zwei verschiedene lineare Abbildungen voneinander unterscheidet.
Fiir eine Identifizierung der linearen Abbildung geniigen die Eigenwerte daher
nicht. Der durch das Spekrum festgelegten Aquivalenzklasse dhnlicher Matrizen
ist folglich mehr als eine lineare Abbildung zugeordnet. Wir werden sehen, was
sich dndert, wenn man zusétzlich die Eigenvektoren betrachtet.

7.1.4 Schritt 2: Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Das Bisherige niitzt uns nichts, wenn wir nicht die technischen Fragen 16sen:
Wie berechnet man die Nullstellen eines Polynoms und was heifit es iiberhaupt,
die Nullstellen von

det(A— A1) = a;A™

zu berechnen? Wir kénnen bereits verstehen, dafl hinter diesen Fragen Fragen
nach Eigenschaften von Endomorphismen stecken, die wir mit Hilfe von Polyno-
men zu beantworten versuchen. Das kann nichts anderes bedeuten, als dafl wir
mehr iiber Polynome als wesentliche Hilfsmittel wissen miissen. Und das werden
wir auch.

Wir kiimmern uns nun um die Existenz und die Berechnung der Nullstellen von

Polynomen. Dazu sind einige technische Vorbereitungen nétig: Mit den iiblichen
Rechenregeln findet man schnell heraus, daf3
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Satz 8. : Ringstruktur iber R

Die Menge Py, der Polynome p(xz) m-ten Grades iber R bildet einen kommuta-
tiven Ring mit Eins, aber keinen Korper. Daher bleibt bei der Polynomdivision
manchmal ein Rest.

Letzteres konnen wir auch direkt einsehen. Dazu beweisen wir das folgende

Lemma 6. : Division mit Rest
Seien f(x), g(x) € P, tber irgendeinem vorgegebenen Kérper K[zx] und g(x) #
o. Dann existieren s(x),r(x) € Py, derart, dafl

f(z) =s(x) - g(z) + r(x) und grad(r) < grad(g) (51)
Wir unterscheiden zum Beweis zwei Fille:
a) grad(p) < grad(g): Um (51) zu erfiillen, setzen wir s(z) = o.

b) grad(p) > grad(g): Induktion iiber grad(p)
Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial. Im Induktionsschlufl schreiben wir

p(x) = Zaixi A glz) = Z bz
i=1 j=1

Dann ist h(z) := p(x) — a,bta"""g(z) vom grad(h) < grad(p). Des-
halb gilt von h(z) die Induktionsannahme, d.h. h(z) = s(x)g(x) + r(x).
Einsetzen liefert

p(@) = (anby, 2" = s(2)) - g(z) +r(x) O

Die Polynomdivision, das Verfahren zur Berechnung der Nullstellen, lduft
daher wie folgt:
i) scharf hinsehen und 1. Nullstelle p(c¢) = 0 von p()) raten

ii) durch Polynomdivision diese Nullstelle ausklammern, d.h. man muf} einen
Ausdruck der Form

p(A) = (A=c)-g1(})
erzeugen. Dafiir versucht man durch
p(A) — const - (A —¢)

die jeweils hochste Potenz des verbliebenen Polynoms zu beseitigen und
dabei erniedrigt sich der Grad des Polynoms g1 (A) um 1 im Vergleich zum
Grad von p(A). Dabei ist

iii) wieder scharf hinsehen und 1. Nullstelle ¢ von g; () raten etc.

Bemerkung 16. :
Ist man auf analytische Mittel beschrinkt, so kann man fiir praktische Aufgaben
eigentlich nur das Verfahren der Polynomdivision verwenden.

Die Anwendung der Polynomdivision liefert uns eine Aussage dariiber, was es
formal fiir ein Polynom heifit, eine seiner Nullstellen zu identifizieren.
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Satz 9. : Ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms p(z), dann gibt es ein Polynom
g(x) derart, daf8

p(z) = (c—2)-g(x)
Denn Division von p(z) durch (¢ — x) bedeutet
p(x) = (c—z)g(x) —r(z) = 0=plc)=-r(z) = r@@)=0

was gerade zu zeigen war. Daraus und aus (51) ergibt sich sofort die wichtige
Folgerung:

Satz 10. : Ist p(x) € Pk, dann hat p(x) hiéchstens k Nullstellen in Kz]. Ist
aber p(a) = 0 fiir unendlich viele o, dann ist p(x) = o.

Unabhéngig davon, ob eine konkretes Polynom nun Nullstellen hat oder nicht
- konnen dem Resultat vertrauen? Welche Information liefert das Faktorisieren
eines Polynoms? Es wird bei unserem charakteristischem Polynom sicher vor-
kommen, dafl ein A als Nullstelle mehrfach vorkommt wie z.B. in (50). In diesem
Fall sagen wir

Definition 24. : Ist A k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynomspa()),
dann ist

v(F,\) = max = {reN:pA)=@&=-N"-g(\)}

die algebraische Vielfachheit von . g(X\) ist natiirlich wieder ein Polynom.
Sind die Nullstellen und die Vielfachheiten nun eindeutig? Ja, denn es gilt das

Lemma 7. : Wenn ein Polynom p(zx) die Darstellung hat
plx)=a-(x—A )" ..o (x = A" (52)

mit « € K, dann ist diese Darstellung eindeutig bis auf die Reihenfolge der
Polynome auf der rechten Seite.

Definition 25. :
Ein Polynom heifst normiert gdw der Koeffizient mit dem griften Index den
Betrag 1 hat und irreduzibel gdw aus p(z) = g(z)h(z) = g(z) = 1.

Beweis: In der rechten Seite von (52) ist jedes A; eine Nullstelle von (52). Ist
A umgekehrt eine beliebig vorgegebene Nullstelle von (52), dann gibt es genau
ein ¢ derart, da A — A; = 0. Daher sind die Nullstellen von (52) durch (52)
eindeutig bestimmt.

Zwei Darstellungen von (52) konnten sich daher héchstens in den v; unter-
scheiden. Doch das tun sie nicht. Denn gilt fiir zwei Polynome g1 (A\) # 0 und
g2(A) # 0 die Bedingung m # s sowie

(@ =N gi(z) = (z =)™ - ga()
(=" g1(x) — g2(x) =0

dann bedeutet dies (z—X)™~* = 0 unabhéngig von der Wahl von z = g2(A) =0
im Widerspruch zur Annahme. O
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Soweit unsere Antwort auf die Frage, was es heifit, die Nullstellen eines Po-
lynoms zu berechnen: Es heifit, die Linearfaktoren zu bestimmen, in die das
Polynom auf genau eine Weise zerféllt. Aber gibt es auch immer Nullstellen von
Polynomen?

Dafiir zitieren wir ohne Beweis die fiir praktische Zwecke wichtigen Sétze:

Lemma 8. : Existenzsatz iiber R
Jedes reelle Polynom mit ungeradem Grad hat mindestens eine Nullstelle. Relle
Polynome mit geradem Grad miissen keine Nullstelle besitzen.

Satz 11. : Fundamentalsatz der Algebra

Die Menge der Polynome idiber C bildet einen Korper. Das bedeutet, dafs jedes
Polynom mit dem Grad grad(p) = n iber dem Kérper C mindestens eine Null-
stelle hat. = Jedes solche Polynom zerfdllt in Linearfaktoren. Deshalb bezeichnet
man C auch als algebraisch abgeschlossen.

Offensichtlich spielt die Zahlenmenge, die wir bei der Matrix zugrunde legen,
eine wichtige Rolle fiir die Eigenschaften der Funktion - ein Sachverhalt, der
wesentlich 6fter zu beobachten ist, als man auf den ersten Blick annimmt.

Also: pa(A) faktorisiert immer, wenn die Eintréige der Matrix A komplex sind.
Sind sie reell, dann kann man A nur dann auf Diagonalform bringen, wenn A
symmetrisch ist, d.h. A = AT gilt. Den Grund dafiir konnen wir im Moment
noch nicht einsehen, wir merken uns aber wieder, dafl es so ist.

7.1.5 Schritt 3: Eigenvektoren berechnen

Wir versuchen, weitere Informationen iiber den Endomorphismus zu erhalten
und erinnern zunéchst daran, daf§ alle Eigenvektoren zum Eigenwert A = 0 im
Ker(F) liegen und da infolge der Tatsache, dafl fiir F' € End(V) die Dimensi-

onsformel
dim(V) = dim(Im(F)) + dim(Ker(F))

gilt, miissen wir damit rechnen, dafl ein Eigenwert z.B. A = 0 mehrere Eigen-
vektoren hat, weil sicher viele F' € End(V') nicht injektiv sind. Wir miissen dies
prézisieren.

Definition 26. :
Ein Eigenraum zum Eigenwert A\ von F € End(V) wird gegeben durch

Eig(\,F):=Ker(F—X1)D>0 (53)
Aufgrund dieser Definition glauben wir ohne weiteren Beweis das

Lemma 9. :
Jeder Figenraum von F ist ein Unterraum und nur fir A = 0 ist der Figenraum
der Kern von F.

Die Eigenvektoren eines diagonalisierbaren F' € End(V) zu berechnen, 14uft
nach (53) darauf hinaus, fiir jeden der k Eigenwerte \; ein Gleichungssystem
der Form

(A — )\kl)’U =0
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in v zu lésen. Das ist weiter kein Problem, aber es kann passieren, dafl man
einige der v; aus v = (v1, —, vy,) frei wihlen kann.

In diesem Fall mufi man das Orthogonalisierungsverfahren von Gram-
Schmidt benutzen, um eine Basis aus paarweise orthogonalen Eigenvektoren
zu konstruieren und damit die Basiswechselmatrix 7" angeben zu kénnen.

Die grundsitzlich Idee dieses Verfahren ist es, daf} sich eine Menge paarwei-
se orthogonaler Vektoren {uj, —,ux41} aus einer beliebig vorgegebenen Menge
{v1, —, v} geméB der Iteration

Uy ‘= v
Uk41 '= Uk41 — Z§:1<Uk+la ;)

konstruieren l&8t. Es moge jeder Leser selbst unter diesem Stichwort noch einmal
nachschlagen.

7.1.6 Schritt 4: Vielfachheiten

Wir wollen immer noch fiir V' eine gewisse Basis B angeben bzgl. sich der Endo-
morphismus in charakteristischer Weise verhélt, und die Basiswechselmatrizen
dazu errechnen. Es geht also wieder darum, eine technische Frage zu 16sen und
die Losung wird dariiber entscheiden, ob die einen Endomorphismus eindeutig
einer Matrix zuordnen kénnen oder nicht.

Dafiir konstruieren wir jetzt einen Zusammenhang zwischen einer direkten Zer-
legung von V und den Eigenvektoren von F. Dieser Zusammenhang wird durch
die bei der Diagonalisierung von Matrizen auftretenden Vielfachheiten vermit-
telt.

Definition 27. : Sei Fig(\, F) gegeben. Dann ist
W\ F) = dim(Eig(, F))
die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes .

Lemma 10. :
Offensichtlich ist infolge der Eigenwertgleichung F(v) = \v die Ungleichung

1< u(\F) <v(\F)
eine wahre Aussage.

Der Schliissel zur Konstruktion der gesuchten Basiswechselmatrizen liegt nun in
folgendem

Satz 12. : Eigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.

Da Eigenvektoren Unterrdume sind, ist der Satz bewiesen, wenn wir zeigen
konnen, dafl

Eig(\i, F) N Eig(\;, F) =0 Vi, j (54)
Dafiir betrachten wir gemifl (53) das Gleichungssystem
F(v) = \jv
F(v) = \v
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und versuchen eine gemeinsame Losung v zu finden. Es zeigt sich fiir paarweise
verschiedene Eigenwerte A;, A; :

0=Fw)—Flv)=MN—-XN)v = v=0

weil hochstens ein Eigenwert gleich 0 sein kann. O

Daraus ziehen wir sofort die wichtige Folgerung;:

Lemma 11. :
Sei T eine Matriz, deren Spalten nur aus Figenvektoren v; der Linge 1 bestehen.
Dann kann man TTT auch so aufschreiben:

t
! (vf,v1)  (vi,02)
T'T = vh : = (o) (vgv2)

d.h. TTT =1, so daf T eine orthogonale Matriz ist. Denn (54) ist genau dann
erfillt, wenn (v;.v;) =0. O

Bemerkung 17. :

Wir verstehen jetzt die Tatsache, daf$ die Matriz Q@ aus der QR-Zerlegung or-
thogonal ist, so daf$ |@|| = 1: Die Spalten von Q sind nach der Konstruktion in
(37) paarweise orthogonal.

Das geniigt uns, um den gesuchten Zusammenhang zwischen einer direkten Zer-
legung des Vektorraums V und den Eigenvektoren von F': V — V anzugeben.

Betrachten wir Matrizen, deren charakteristisches Polynom p4 () faktorisiert.
i) Dann haben wir fiir eine (n x n)-Matrizen k verschiedene Eigenwerte Ay
und 1 < k <n.

ii) Da pa(A) fiir (n x n)-Matrizen ein Polynom n-ten Grades liefert und ein
solches Polynom hochstens n Nullstellen hat, gilt

v(\j, F)=n (55)

k
=1

J
weil F' nach Voraussetzung durch eine Matrix dargestellt wird, deren cha-
rakteristisches Polynom faktorisiert.

i) Gilt nun p(Ag, F) = v(Ag, F) fiir jeden einzelnen Eigenwert, dann folgt
wegen (55) sofort

k

Z,LL()\]‘,F) =n

j=1

Da F € End(V), bedeutet dies aber gerade, daf§ die Eigenrdume von
F' eine direkte Zerlegung von V darstellen und da die Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind, stellen wegen

1O, F) = v, F) Yk (56)

die Eigenvektoren eine Basis von V dar. O
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Das ist das wesentliche Resultat fiir diagonalisierbare Matrizen und zugleich ein
weiteres Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit. Man kann daher nicht allein am
charakteristischen Polynom ablesen, ob A diagonalisierbar ist. Das leistet erst
das Minimalpolynom.

Machen wir uns nochmal klar was wir damit herausgefunden haben: Wir wissen
nun, daf sich ein Endomorphismus auf seinen Eigenrdumen in charakteristischer
Weise verhilt, ndmlich

F ist bijektiv <« F(v) =M = F — A1 ist nicht injektiv (57)

d.h. Eigenrdume sind F-invariante Unterrdume. Und wir wissen, dafl wir unter
der Bedingung Vk : p(Ag, F') = v(Ag, F)) den Vektorraum der Selbstabbildung
F' eindeutig in Eigenrdume disjunkt zerlegen kénnen. Kénnen wir unter diesem
Bedingungen genau eine darstellende Matrix fiir F' angeben, so haben wir unser
Identitédtsproblem gel6st. Dazu formulieren wir das formale Resultat in einem

Satz 13. : Sei F ein Endomorphismus und seine darstellende Matriz A sei
diagonalisierbar. Dann sind dquivalent:

i) Der Vektorraum V besitzt eine Basis aus Figenvektoren von F'.
i) p(Ai, F) =v(Ag, F) Vk

iii) Der Vektorraum V besitzt eine direkte Zerlegung in Figenrdume zu Figen-
werten von F, d.h.

V = Big(\,F) & ... & Big(\, F) (58)

Denn offensichtlich kénnen wir die o.g. Argumentation auch in umgekehrter
Richtung durchlaufen. Eigenvektoren sind ebenfalls affine Invariante eines En-
domorphismus F' € End(V).

Bemerkung 18. :

Sind v(Ag, F) nach dem Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt kon-
struterte Vektoren auch FEigenvektoren zu dem betrachteten FEigenwert, dann
ist A diagonalisierbar. Andernfalls ist die Schlisselbedingung Yk : p(Ag, F) =
v(Ak, F) verletzt.

Die gesuchten Basiswechselmatrizen 7 und 7! kénnen wir jetzt sofort ange-
ben, da wir mit den Eigenwerten und den Eigenvektoren die Losungen aller
Eigenwertgleichungen kennen: In jeweils einer Dimension schreiben wir

A’Ul = )\1?)1
A’Ug = )\1’02

Wir kénnen diese Zeilen auch zusammenfassen und in Matrixschreibweise {iberfiihren
und dabei die Tatsache ausnutzen, dafl die Eigenvektoren im Fall p(Ag, F) =
v(Ak, F) Vk paarweise senkrecht aufeinander stehen:

AT = diag(A)T = TTAT = diag(A) (59)
(59) ist nichts anders als die Losung unseres Identitatsproblems. Das wollen wir

uns nun genauer ansehen.
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7.1.7 Mehr Gehirn

Hat uns der letzte Satz bei der Frage weitergeholfen, wie wir den von einer
Matrix repésentierten Endomorphismus identifizieren koénnen? Er hat, denn
Eigenrdume sind nach der Eigenwertgleichung offensichtlich F-invariante Un-
terrdume. Wir diirfen daher behaupten, dafl die Diagonalisierung einer Matrix
Informationen iiber F-invariante Unterrdume bereitstellt.

Wir hoffen nun, dafl diese Information geniigt, um die identische Abbildung von
der Scherung zu unterscheiden, so dafl das Gegenbeispiel aus dem vorangegan-
genen Abschnitt verschwindet:

e Die identische Abbildung 1 im R? hat die Matrix

(i)

mit dem charakteristischen Polynom det(1 — A1)) = (A — 1)? und dem
2-fachen Eigenwert A = 1. Die Eigenrdume sind

Fig(A1,1) = (1,0)T
Big(\2,1) = (0,1)T

e Die Scherung S im R? hat die Matrix

11
=(o1)
mit ps(A) = (A — 1)? und dem Eigenwert A = 1 mit u(F,\) = 2. Die
Eigenrdume sind

Fig(\1,S) = (1,0)7
Fig(X, S) = (-1,0)T

Das bedeutet: Nicht schon die Eigenwerte identifizieren einen Endomorphismi-
us, sondern man braucht zusétzlich die F-invarianten Unterriume, d.h. man
braucht fiir die eindeutige Zuordnung den kompletten Satz Losungen aller Ei-
genwertgleichungen. Le ftrightarrow (59) lost unser Identitétsproblem.

Folgerung: Das geometrische Problem der Identifikation der F-invarianten Un-
terrdume derart, dafl F € End(V) seinem Vektorraum V eine geometrische
Struktur aufpriagt, kann auf algebraische Probleme, die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms als Figenwerte von A sowie gewisse Gleichungssysteme zu
berechnen, zuriickgefiihrt werden, denn die Eigenvektoren sind Loésungen der k
Gleichungssysteme

(A — )\k 1)’U =0
Die F-invarianten Unterrdume anzugeben, bedeutet anschaulich, die Geometrie

von F zu kennen, was - wie schon in (57) nichts anderes als der Grundgedanke
zur gesamten Normalformproblematik darstellt.
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7.1.8 Kriterien zur Diagonalisierbarkeit

Das Resultat unserer Anstrengungen lautet wie folgt: Sei A eine quadratische
Matrix iiber dem Kérper K[z], die den Endomorphismus F' : V — V ausfiihrt.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) A ist diagonalisierbar.

ii) A ist #hnlich zu genau einer Diagonalmatrix D, d.h. A = TDTT. Die
Reihenfolge der Eigenwerte in D kann frei gewihlt werden und entspricht
einem Umnummerieren der Basis.

iii) Der Vektorraum V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von F'.
iv) pa(N) zerfillt in Linearfaktoren und es ist u(Ag, F') = v(A\g, F) VE.

v) Der Vektorraum V besitzt eine direkte Zerlegung in F-invariante Un-
terrdume zu Eigenwerten von F' € End(V), d.h.

V = Big(\, F) & ... & Eig(\, F) (60)

vi) Der Endomorphismus F' : V' — V mit dim(V) = n < oo besitzt n paar-
weise verschiedene Eigenwerte.

Bemerkung 19. :
Weitere Kriterien der Diagonalisierbarkeit werden mit Hilfe des Minimalpo-
lynoms bereitsgestellt. Wer will, mag dem selbst einmal nachgehen.

Der im Reellen sicher wichtigste Fall diagonalisierbarer Matrizen sind symmetri-
sche Matrizen, die die Bedingung A = AT erfiillen. Wer sich fiir solche Matrizen
interessiert, moége dem Thema 'Hauptachentransformation’ einmal nachgehen
und einen Blick in den Anhang werfen.

Zuletzt fithren wir noch eine niitzliche Sprechweise ein:

Definition 28. :
Sei A diagonalisierbar und P; ein Projektor auf FEig(\;, F). Dann hat A die
Spektraldarstellung:

A:Z)\ZPZ-

7.1.9 Ein Beispiel

Unsere Aufgabe lautet nun die Matrix

2 1 1
A= 2 3 4
-1 -1 2

zu diagonalisieren. Nach dem bisher Gesagten ergibt sich folgender Lésungsweg:
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1. Die Eigenwerte sind die Nullstellen von p4(\). Mit Hilfe der Sarrusregel
berechnen wir die Linearfaktoren, in die p(\) zerfillt:

2-1 1 1
det(A—\1) = 2 3-X 4 |==X43\+r-2
-1 -1 2-A
= (-XN+1D)A=-3)=A+DA-1)(A-3)

= M=-1 X=-1 )\3:3

2) Die Eigenvektoren zu den Eigenwerte berechnen wir durch Losung der
Gleichungssysteme (A — A\;1)v; = 0 Vi mittels Gauscher Elimination.
Wir erhalten:

Aol =(1,-1,0)
Ao vl =(0,1,-1)
A3 vl =(2,3,—1)

3. Die Uberpriifung der Schliisselbedingung (56) ist erfolgreich. = A ist dia-
gonalisierbar.

4. Aufstellen der Transformationsmatrizen: Der i-te Eigenvektor ist die i-te
Spalte der gesuchten Transformationsmatrix.

7.2 Schur-Normalform

Wir betrachten wieder nur solche Matrizen, deren charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerféllt. Was kann passieren? Zerfillt p4 () in Linearfaktoren,
so kann man A auf

a) Diagonalform bringen, falls (A, F) = v(Ag, F)  Vk.
b) Jordan-Normalform bringen, falls 3k :  u(Ag, F) # v(Ag, F).

Bemerkung 20. :

Zerfillt pa(\) nicht in Linearfaktoren, so kann man A immer noch durch Sin-
guldrwertzerlegung auf eine Diagonalform bringen, was wiederum ein Spektrum
und Informationen tiber F-invariante Unterrdume liefert. Allerdings stehen dann
auf der Hauptdiagonale die Quadratwurzeln der Eigenwerte von AAT. Wir ver-
schieben die Singuldrwertzerlegung auf ein anderes Mal.

Den ersten Fall unter a) haben wir verstanden. Kénnen wir im zweiten Fall In-
formationen iiber F-invariante Eigenrdume gewinnen, um F' zu identifizieren?

Ja, und die Losung ist die Schur-Normalform. Dafiir fithren wir zunéchst die
neue Klasse der trigonalisierbaren Matrizen ein, die wir mit F-invarianten Un-
terrdumen in Zusammenhang bringen kénnen:

Definition 29. :

F € End(V) heifit trigonalisierbar gdw es eine Basis B von V gibt derart,
daf8 die darstellende Matrix A € R™™ "™ eine rechte obere Dreiecksmatrix ist.
Entsprechend nennen wir A in diesem Fall trigonalisierbar.
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Der Zusammenhang mit den F-invarianten Unterrdumen wird in zwei Schritten
hergestellt:

Satz 14. : Sei F € End(V). Dann sind dquivalent:
i) F € End(V) mit der darstellenden Matriz A ist trigonalisierbar.
1) pa(N) zerfillt in Linearfaktoren.

Denn wenn A eine rechte obere Dreiecksmatrix ist, so mufl nach dem La-

place’schen Entwicklungssatz pa(\) = Hle(aii — A;)¥i gelten. Ist umgekehrt

pa(N) = Hle(aii — A\)¥, dann hilft uns folgende Induktion nach dem Rang
von A weiter:

i) Induktionsanfang: n = 2
Sei pa(N) = (@11 — A1) - g(A) und g(\) ein Polynom.
= a1 ist der Wert einer Nullstelle von p4(A).
= a31 = A1 ist Eigenwert von F = J vy : F(v1) = an1v1

= Ergénzt man nun v; zu einer Basis B = {vy,we,...,w,} von V, so

hat die Matrix A nach (3) die Gestalt

ain Kk ... %
0
A =
0 * ... x*
Wir definieren jetzt allgemeinen durch spang{v,...,v,} die Menge
aller Vektoren, die durch die linear unabhéingigen Vektoren {v1, ..., v,}

durch Linearkombination erzeugt werden. Dann ist V; := spang{v;}
und Wy := spang{(ws, ..., wy)}

=V =V, & Wy, Vi ist - wie wir wissen - ein F-invarianter Unterraum,
W, aber im allgemeinen nicht.

ii) Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir 1 <k <n — 1.

iii) Induktionsschlu: (n — 1) — n
Betrachte nun die Matrix A,, die aus A wie folgt hervorgeht:

)\1 * ...k
0

: A2
0

Da Fjy natiirlich auch linear ist, kann man zusammensetzen:

F-W—->W=HW)+GW) mit

H: W=V, und G: Wy — W,y

H(w;) = aijun G(wj) = agjws + ... + anjwy,
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Offensichtlich ist p4(A) = (a11—A)-pa, (A). Daher kann man das Argument
aus dem Induktionsanfang (n — 1)-mal wiederholen, da man schon weif,
daBl pa(X) faktorisiert. Dies liefert die gewiinschte obere rechte Dreicks-
form der Matrix A. O

M.a.W.: Bringt man Matrizen trigonalisierbarer Endomorphismen auf die Ge-
stalt einer rechten oberen Dreiecksmatrix, dann stehen auf der Hauptdiagonalen
automatisch die Eigenwerte.

Doch der Satz sagt noch wesentlich mehr aus: Offenbar gibt es eine Beziehung
zwischen dem Verhalten von F' auf den Unterrdumen von F und dem von p4(A):
pa(\) faktorisiert genau dann, wenn man die lineare Abbildung F' einschréinkt
auf einen Unterraum U, der F-invariant ist, d.h.

pay(AN) - pagy(N) & F=Fy+ Fye (61)

Dabei ist U¢ das Komplement von U und Ay sowie Ajye die Matrizen der
eingeschriankten Selbstabbildungen.

Bemerkung 21. :

Dasselbe Resultat liefert die QR-Zerlegung einer trigonalisierbaren Matriz. Ist
man also sicher, dafi pa(\) faktorisiert, geniigt schon die numerisch giinstige
QR-Zerlegung zur Berechnung der Eigenwerte.

Der zweite Schritt ergibt sich durch Folgerung aus dem ersten Schritt. Dafiir
definieren wir:

Definition 30. Unter einer F-invarianten Fahne in einem n-dimensionalen
Vektorraum V versteht man eine Kette F

{0}=vrc...CcV,=V
mit der Figenschaft
F(V,)CV, ¥vre{0,...,n}

Satz 15. : Unter den Bedingungen des letzten Satzes gibt es eine F-invariante
Fahne F

{0}=v1c...CcV,=V
mit der Figenschaft
Vie=Vi+ Wi

Denn da H(w) € Eig(Ay, F') F-invariant ist und gilt w € Wj,_1 = G(w) € Wi
nach Konstruktion von G, folgt

Fuvy +w) = Mpv; + Hw) + Gw) CVi + Wiy Yw € Wi

Folglich geniigt die algebraische Eigenschaft des charakteristisches Polynom,
vollstdndig zu faktorisieren, um die Existenz von F-invarianten Unterrdumen
auf der Basis von Eigenvektoren zu garantieren und man kann an p4 () able-
sen, ob A auf Dreiecksgestalt gebracht werden kann. O

Wie die Menge der diagonalisierbaren Matrizen, so zerfillt daher auch die Menge
der triogonalisieren Matrizen in Aquivalenzklassen. Dafiir definieren wir zunéchst:
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Definition 31. Sei U € C™*", Gilt U~ = UT mit

U= (i), = (w5 = V=1-9ij) o

J

dann heifst U unitdr.

Der folgende Satz besagt, dafl jede Matrix tiber dem Korper C unitéar dhnlich
ist zu einer rechten oberen Dreicksmatrix.

Satz 16. :
Zu jedem A € C"*™ gibt es genau eine unitire Matrix U € C"*" derart, dafs

URAU=R=D+N

Dabei ist R eine rechte obere Dreiecksmatriz, D eine Diagonalmatrixz mit den
Eigenwerten von A und N eine nilpotente Matrixz. U kann immer so gewdhlt
werden, daf8 die Eigenwerte in D in beliebig vorgegebener Reihenfolge auftreten.

R heifst die Schur Normalform von A € C™"*",

Bemerkung 22. :

Es gibt auch eine Schur-Normalform reller, quadratischer Matrizen. Das ist eine
Ahnlichkeitstransformation auf obere Hessenbergform H. Wer sich dafiir
interessiert, sei auf die Literatur z.B. []] verwiesen.

Wie bei diagonalisierbaren Matrizen haben A und R dasselbe Spektrum und das-
selbe charakteristische Polynom sowie die gleichen Eigenvektoren. Die unitére
Transformationsmatrix errechnet sich durch

U=U; ... U,

und U; hangt vom Eigenvektor v; zum Eigenwert A; ab:

U; =

Wir kénnen die hinter dieser Ahnlichkeitstransformation steckende Reduktion
der Komplexitit des Problems in Gestalt von A noch verbessern und bei dieser
Gelegenheit aufkliren, was eine nilpotente Matrix macht.

7.3 Jordan-Normalform

Wir betrachten wieder nur trigonalisierbare Matrizen A, d.h. wir beschrinken
uns auf algebraisch abgeschlossene Kérper z.B. K[z] = C und suchen nach einer
Normalform von A, die charakteristische Informationen iiber die F-invarianten
Unterrdume eines Endomorphismus bereitstellt. Diese Normalform ist die Jordan-
sche Normalform von A € C™**™.

Bemerkung 23. :

Es ist nicht ausgeschlossen, daff des Matrizen A € R™ ™ gibt, deren pa(\)
faktorisiert, ohne dafi A diagonalisierbar ist. Fir diese Matrizen ist ebenfalls
die Jordansche Normalform einschldgig.
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7.3.1 Nicht ohne Gehirn

Wir kénnen bereits an dieser Stelle sehen, daf die Eigenschaften von Polynomen
die des betreffenden Endomorphismus dominieren. Wir miissen daher die alge-
braischen Hilfsmittel weiter ausbauen, um tiefliegende Merkmale von Endomor-
phismen erkennen zu kénnen. Dafiir erzeugen wir zunéchst eine Unterstruktur
von Polynomringen:

Definition 32. Sei Z CP. Dann heifst T Ideal in P gdw
i) T#0
i) p(x) +q(x) €T Vp(x),q(x) €T
iii) p(x) - q(x) €T Vp(z) €Z,q(x) €P

Die Einfithrung dieser Unterstruktur wird es erlauben, Aussagen iiber Aquivalenz-
klassen von Matrizen zu formulieren.

Satz 17. :
Sei T ein Ideal in P. Dann gibt es einen Erzeuger g(x) € T derart, daf§

T = g(x)- P = {g(x)h(x)|h(z) € P} (63)
Unter allen Polynomen % o hat g(x) minimalen Grad.

Ist g(z) normiert, dann ist g(x) sogar eindeutig bestimmt. Um das zu zeigen,
unterscheiden wir wieder zwei Fille:

a) Sei Z = (. Dann ist g(z) = o.

b) Sei Z # ). Dann gibt es fiir beliebig vorgegebenes h(x) € Z nach (51) ein
g(x) € Z, daB unter allen Polynomen aus Z den kleinsten grad(g) > 0 hat.
Wegen (51) ist

r(z) =h —sg € Z, denn 7 ist ein Ideal. Wire nun r(z) # o Dann miifite
es in Z ein Polynom f(z) mit grad(f) < grad(g) geben - im Widerspruch
zur Annahme. Also: 0 = r(z) € Z und das bedeutet g(z) - P € Z. O ( Die
Eindeutigkeit haben wir uns gespart. )

Damit kénnen wir das néchste Lemma zeigen, der eine wesentliche Rolle spielen
wird, bei der Ableitung der Jordanschen Normalform.

Lemma 12. :
Seien i = 1,...,n und Polynome p;(x) € P mit dem grifiten gemeinsamen
Teiler h(x) gegeben. Dann gibt es weitere Polynome ¢;(x) € P derart, daf$

m

hz) = pi)a;(x) (64)

=0

Denn wir kénnen argumentieren:
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i) Betrachte
7= {sz(x)ul(mﬂul(a:) € ’P}.
i=0

Dann ist Z ein Ideal. Beweis als Ubung.

ii) Folglich gibt es einen Erzeuger des Ideals w(z) € Z. Daraus folgt

Afi(z) : pi(x) = w(z) fi(x)

Also ist w(z) ein Teiler von p;(z) unabhingig von der Wahl von ¢ und
damit auch Teiler von h(z). Das bedeutet h(x) = w(x)hi(x) € .

iii) Also ist

m

h(z) = Zpi(x)qi(x) fiir geeignete ¢;(z) € Z O
i=0

Wir werden diese Unterstruktur im Raum der Polynome in den folgenden Un-
terkapiteln als technisches Hilfmittel immer wieder benutzen.

7.3.2 Nilpotente Matizen

Bevor wir algebraische Eigenschaften von Polyomen mit geometrischen Eigen-
schaften von linearen Abbildungen verkniipfen, holen wir zunéchst die Einfithrung
der bei der Schurzerlegung bereits erwéhnten nilpotenten Matrizen nach:

Definition 33. : Eine Abildung F € End(V) heifit k-stufig nilpotent gdw
i) F* =0 mitk € N
i) F7#£0mit1<j<k
Entsprechend nennen wir die darstellende Matrix N von F nilpotent.
Was sollte man wenigstens iiber nilpotente Endomorphismen wissen?

Satz 18. Sei F' € End(V) und V endlich-dimensional dber dem Korper C.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent

i) F € End(V) ist nilpotent.
i) pa(A) = £t

iii) Fs gibt eine Basis von V, so dafi F dargestellt wird durch die nilponente
Matriz
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Denn da8 F' k-stufig nilpotent ist, impliziert A = 0 als einzigen Eigenwert. Um
letzteres einzusehen, nehmen wir an

F(v) =Xv
Weil F' k-stufig nilpotent ist nach Voraussetzung
= Frfu)=XMv=0

Da 0 niemals Eigenvektor sein darf, folgt A = 0 und zwar unabhéngig vom Wert
von A. Daher ist A = 0 auch der einzige Eigenwert. Das bedeutet i) = ii).
Anwendung der Schurzerlegung (62) liefert i7) = i4i) und - wie der Leser durch
einfaches Nachrechnen sofort selbst zeigen kann - es gilt iv) = 4). O

Als Nebenprodukt der Jordan-Normalform wird sich zeigen, dafi die in der
Schurzerlegung behauptete Zerlegung U? AU = R mit R = D + N tatséchlich
korrekt ist. M.a.W.: Die Menge der trigonalisierbaren Matrizen ist genau die-
selbe wie die Menge der i.S.d. Jordan-Normalform &hnlichen Matrizen.

7.3.3 Das Minimalpolynom

Wir hatten das geometrische Problem der Identifikation der F-invarianten Un-
terrdume durch Riickfithrung auf algebraische Probleme, i.e. die Berechnung der
Nullstellen des charakteristischen Polynoms und die Losung bestimmter Glei-
chungssysteme gelost. Die Kenntnis von pa(\) allein geniigte jedoch lediglich,
um zu beurteilen, ob A auf eine odere rechte Dreeicksform gebracht werden
kann vgl. (62). Um die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus zu beurtei-
len, war zusitzlich die Berechnung der Eigenvektoren und die Uberpriifung der
Schliisselbedingung (56), d.h. von

1O, F) = v(Ap, F) Yk

erforderlich. Das ist zum Einen nicht sehr elegant und zum Anderen kann das
fiir grofle Gleichungssysteme numerisch sehr unangenehm werden. Wir suchen
daher nach einem ’algebraischen Ausweg’. Dieser wird er6ffnet durch die

Definition 34. Sei F' € End(V), V endlich-dimensional sowie p(z) € Pp,.
Dann wird durch

p(F) =Y o;F" & p(F) € End(V) (66)
=0

ebenfalls ein Polynom gegeben.

Wie {iiblich kiimmern wir uns zuerst um die Existenz und die Eindeutigkeit des
unter (66) eingefiihrten mathematischen Objekts.

Satz 19. :

Sei F' € End(V) und V' endlich-dimensional iber dem Korper C. Dann existiert
ein normiertes und vom Nullpolynom verschiedenes Polynom mp(x) mit den
Eigenschaften

a) mp(F)=0
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b) Ist f(x) € P ein weiteres Polynom mit f(F) = 0, dann wird f von mp
geteilt, d.h. f =ma - g und g ist wieder ein Polynom.

¢) mp ist auf diese Weise eindeutig bestimmt und heifit Minimalpolynom.

Ein wichtiges Beispiel fiir die Existenz eines Polynoms wie unter a) behauptet,
liefert der im Anhang dargestellte und fiir das Versténdnis des Verhaltens von
Endomorphismen auf Unterrdumen wichtige Satz von Cayley-Hamilton, den
wir im Anhang diskutieren.

Was die Argumentation fiir a) und b) angeht, so nutzen wir wieder aus, dafl
T :={f(x) € P|f(A) = 0}
ein Ideal in P ist (Beweis als Ubung). Dann ist wegen (63)
IT=g(z)-P

mit geeignet gewihltem g(z). Durch Anderung der Elemente von P kénnen
wir immer eine Normierung von g(x) sicherstellen, falls g(z) # o. Daher erfiillt
mp(z) := g(z) a) und b) O. Im Ubrigen verweisen wir zum Beweis wieder auf
einschligige Biicher zur linearen Algebra z.B. [7].

Was hat man von der Betrachtung dieses besonderen Polynoms im Hinblick auf
das Normalformproblem? Hier sind im wesentlichen drei Punkte anzufiihren:

1. Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt:

a) mp und p4 haben dieselben Nullstellen.

b) mp teilt pa, sei sei denn p4 hat n paarweise verschiedene Nullstellen.
In diesem Fall ist mp = pa.

Beweis als Ubung.
2. Ahnliche Matrizen haben dasselbe Minimalpolynom. Zum Beweis vgl. [7].

3. Es wird eine Aussage iiber die geometrische Struktur erlauben, die ein
Endomorphismus seinem Vektorraum aufpréigt:

Satz 20. : Sei F € End(V), V endlich-dimensional und
mp(z) :=g1(x) ... g-(z) € Pp
mit paarweise teilerfremden Faktoren g;(x). Dann gilt:

V = @i ker(g:(F)) (67)

Die Rolle dieser Punkte ist klar: Die ersten beiden sind notwendige Bedingungen,
damit Eigenschaften von mpg(x) fiir das Normalformproblem iiberhaupt relevant
sein konnen. Der dritte Punkt driickt eine wesentliche Neuerung der Jordanschen
Normalform gegeniiber den bisherigen Normalformen aus: Wahrend bisher die
Eigenrdume F-invariant waren, kommen jetzt neue Rdume ins Spiel.

Wir beweisen als néichstes nur den wichtigen letzten Satz in drei Schritten:
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L. Sei hi(x) := [];; 9j(z). Dann ist nach Voraussetzung bzgl. der Faktoren
1 der grofite gemeinsame Teiler aller h;(x). Mit (64) folgt daraus

s
1= Z hi(z)ki(x)
i=0
fiir geeignet gewéhlte k;(z) € Pp,. Daraus folgt wiederum

v=1v = ZhZ(F)kl(F)v firveV
i=0

2. Als néchstes rechnen wir nach:
gi(F)[hi(F)ki (F)]v = ki (F)[gi (F)hi(F)]v = ki(F)ymp(F)v =0
=V =31 ker(gi(F))
3. Es bleibt zu zeigen, daf} diese Summe direkt ist. Setze dafiir
U = ker(gi(F)) N 327, ker(g;(F))
= [g;(F)u = [hi(F)]Ju=0

fiir ein beliebig withlbares u € U. Da die g;(x) nach Voraussetzung paar-
weise teilerfremd sind, folgt wegen (64)

Jti(x), si(x) € P mit 1 =t;(x)gi(z) + si(x)hi(z) Vi
= 0= [ti(F)gi(F) + si(F)hi(F)lu = 1(Flu=u Vi
=V =@l ker(g;(F)) |

Bemerkung 24. :
Die Jordanzerlegung wird unabhdngig sein von diesem Satz, nicht aber die Jordan-
sche Normalform.

7.3.4 Ein Beispiel

Wir betrachten irgendein Minimalpolynom

Dann ist zu seiner Berechnung folgendes Lemma duflerst niitzlich.
Lemma 13. m; ist die kleinste Zahl, fiir die gilt

ker[(F — X\1)™] = ker[(F — \;1)™ 1]
Beweis als Ubung. Wir rechnen jetzt noch ein Beispiel: Sei

2 8 0 3
A:

o O O

2 11
0 4 0
01 3
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Wir iiblich berechnen wir p4(A) = (2 — 2)3(5 — z). Da mp und p4 dieselben
Nullstellen haben miissen, tritt (5 — ) mit der Vielfachheit 1 in mp auf. Da
mp ein Teiler von p4 sein muf, gibt es nur zwei Moglichkeiten:

mp=(z—-2)*xz-5) VvV mp=(z-2)*z-5)
Da man aber mit dem o.g. Lemma nachrechnet

(A-21)%2(A-51)={0} = mp=(r—2)*x-5)

7.3.5 Jordanzerlegung

Wie die Diagonalisierung beruht die Jordansche Normalform auf der Zerlegung
von V in geeignete Unterrdume, die sog. verallgemeinerten Eigenrdume, die wir
- ohne es wissen zu miissen - bereits in (67) betrachtet haben.

Definition 35. :
Sei F € End(V) und V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber C. Dann
wird durch

ker[(F — A\;1)"]

der verallgemeinerte Figenraum zu X\; erklirt. Die Elemente verallgemeinerter
Eigenrdume heiffen manchmal auch Hauptvektoren und die verallgemeinerten
Eigenrdume Hauptrdaume.

Wir konnen eine disjunkte Zerlegung von V finden, indem wir auf gewissen
Unterrdumen von V nilpotentes Verhalten von F' beobachten, um diese spéter
als verallgemeinerte Eigenriume zu identifizieren. Genau diese Information
stellt die Jordanzerlegung zur Verfiigung.

Satz 21. Sei F € End(V) und V ein endlich dimensionaler Vektorraum tber
C. Dann gibt es Unterrdume U,, und U, mit den Eigenschaften

i) F(Up) C U, und F(Up) C Uy
ii) F beschrinkt auf den Unterraum U,, d.h. Fy, ist nilpotent und Fy, ist
bijektiv.
iii) V=U, ® U,
Dieser Satz enthilt bereits das wesentliche Resultat in Bezug auf die Jordanzer-

legung. Um das einzusehen, geben wir einen kurzen Beweis, der nicht von dem
speziellen Wert der Indices ¢ oder [ abhéngen wird.

Beweis zu i) :

a) Seien U; := Ker(F') und U® := Im(F") mit i = 1,2,... . Dann
muf aufgrund der Definitionen von Kern und Bild gelten: U? D U*t!
sowie U; C U;zq, da F eine Selbstabbildung ist. Da dim(V) < oo
muB es Indizes k, [ geben derart, da8 Uy, = Upyq bzw. Ul = UL |
Wihle nun den kleinsten Index [ bzw. k aus, der dies erfiillt und
definiere Uy, := U™ sowie U, := min(k)-
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B) Fiir beliebig vorgegebenes v € U,, gilt damit:
FFF(v) =F(FFv) =0 = F@)eU,

Betrachte nun v € Up. Dann ist fiir geeignet gewihltes w: v = F'(w).
Daraus folgt wiederum:

F(v) = F(Im[F'(w)]) = F(Im[F(w))) €U, = F@)eU, O

Beweis zu ii) :
Da mit den bisherigen Definition gilt: F"“Un = 0 ist F' k-stufig nilpotent
auf U,. Und da gilt

F(Im(F'(v))) = {F"" (v)|v € Uy} = Im(F'(v))
ist I bijektiv auf U,. O
Beweis zu iii) :

«) Definiere nun ¢t := max(k,[). Dann zerfillt ein beliebig vorgegebenes
v € V in zwei Teile F'(v) € Uy, sowie v —w € Ker(F)" und w kann
bestimmt werden aus

Ft(Ub):Ub = El!wEUb:Ft(v):Ft(w).

Daraus folgt: v=w+ (v —w) €e Up + U, YweV.

B) Es bleibt zu zeigen, dal die Summe der Untervektorrdume direkt ist.
Sei also v € U, N U, beliebig vorgegeben. Dann mufl F*(v) = 0, weil
v € Uy,. Ist F bijektiv auf U, dann auch auf U, NU,,. = v = 0.

= V=U@aU, O

Der Beweis dieses Satz zeigt, dal der Unterrdume U,, und Uy, in die V direkt
zerlegt wird, auf den min(k)-ten bzw. min(/)-ten Potenzen von F' beruhen. Wir
erwarten daher, dal wir einen Zusammenhang zwischen m g und unserer Zerle-
gung finden koénnen.

Um diesen Zusammenhang zu finden, iiberlegen wir uns, was passiert, wenn
man den letzten Satz auf den Endomorophismus F' — A1 € End(V) fiir ein fest
vorgegebenes \ anwendet?

i) Da ein algebraisch abgeschlossener Kérper zugrunde liegt, bekommen wir
durch die Abbildung eine direkte Zerlegung von V in F-invariante Un-
terrdume:

V=UraU) (68)

U) ist unserer gewohnter Eigenraum Ker(F — A1) zu F. Daher muf} die
Selbstabbildung (F — A1) bijektiv auf dem Komplement dieses Raums
sein. Und da F' = (F'— A1) + A1, sind beide Unterrdume F-invariant i.S.d.
Definition und da pa(\) faktorisiert = Ker(F — A1) # o = U} # 0. Es
geniigt daher, weiterhin F' auf den richtigen Unterrdumen zu betrachten.
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ii)

iii)

vi)

Wir beschrénken daher F' auf U, b>‘ bzw. U und wihlen eine der Zerlegung
(68) angepafite Basis. Dann ist wegen (61)

PA =Da) DA (69)
Was hat dieses Verhalten zu tun mit dem Minimalpolynom mg(z)? Wieder
machen wir uns klar: F» — A1 ist k-stufig nilpotent, d.h.

k
pa(F) = A1) =) a(F, —A1)F =0 (70)
=0

Eine Polynomdivision zeigt, dafl das einzige normierte Polynom mit
mp_x1(F—A1)=0
daB (70) teilt, von der Gestalt mp_y1(7) = ¥ ist. Daraus folgt
Mpx = (z — )\)k
Wir haben also folgende Konsequenzen der Zerlegung (68) fiir unser Mi-
nimalpolynom:
@) mpy ist Teiler von mpx - mpx.

8) Und da Fb)‘ bijektiv ist auf Ulf‘ hat Fb)‘ keinen Eigenwert des Betrags
A. Da mp und pa dieselben Nullstellen haben = (z — A) ist kein
Teiler von M-

v) Yo € U : mp(F) = 0. Also ist mpy = ( — Ak Teiler von mp(F).
§) Vv € U : mp(F) = 0. Also ist mpx Teiler von mp(F).

€) Damp, und mpx teilerfremd sind =
mp(F) =mpy - mpa (71)

Der Leser moge sich klar machen, dal man die Argumentation auch
in umgekehrter Richtung durchlaufen kann, wenn nur A ein Eigenwert
von F' ist.

An (69) liest man direkt ab, daf§

vi(\, F) = dim(U))) (72)

Wir kénnen nun - so die Beweisidee - im Prinzip das Argument fiir die
iibrigen (k — 1) Eigenwerte wiederholen, indem wir F' in jedem Schritt auf
den neu enstandenen Unterraum bijektiven Verhaltens beschrinken, bis
wir V vollstédndig in verallgemeinerte Eigenrdume direkt zerlegt haben.

Damit haben wir alle notwendigen Teilschritte durchlaufen und kénnen das
Ergebnis zusammenfassen in dem Satz tiber die Jordanzerlegung des dem
Endomorphismus zugrundeliegenden Vektorraums V. Vorbereitend erinnern wir
daran, dafl das Minimalpolynom nur dann wie das charakteristische faktorisiert,
wenn A diagonalisierbar ist.
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Satz 22. Sei F' € End(V) mit dim(V) < co. Gilt nun zusdtzlich

k , k .
ma(A) =1L (@—=X)™ A paX) =T[_, (@ = )"
mit paarweise verschiedenen X;, dann folgt:
a) Existenz einer F-invarianten Fahne:

F(ker[(F — \;1)"]) C ker[(F — A\;1)¥] (73)
mit dim(ker(F — \;1)) = v;

b) Hauptraumzerlegung:
V= 69;“:1 ker[(F — A\;1)"] =: @leHaui
¢) F — A1 ist v;-stufig nilpotent auf ker[(F — \;1)¥], d.h.
(FlHau, — A1) =0 (74)
Zusétzlich zu (72) gibt es noch die Fakorisierung des Minimalpolynoms (71), die
wir fiir eine verbesserte Normalform noch nicht ausgenutzt haben. Das wollen
wir jetzt tun und erwarten so etwas wie eine Feinstruktur in der Matrix, die das
Verhalten der Selbstabbildung auf Unterrdumen von Hauptraumen noch einmal
unterscheidet.
7.3.6 Jordansche Normalform

Die Jordanzerlegung macht eine Aussage iiber das Verhalten einer Selbstab-
bildung auf speziellen, disjunkten Unterrdumen, den Hauptrdumen, unter der
Bedingung, dafl das Minimalpolynom faktorisiert. Doch diese Information allein
16st unser Identitdtsproblem in Form einer verbesserten Normalform trigonali-
sierbarer Matrizen noch nicht. Dafiir miissen wir noch etwas arbeiten:

Der n#chste Satz besagt, dafi es fiir nilpotentes F' immer einen Unterraum U C V
gibt, auf dem Fj; eine darstellende Matrix der Form (65) hat.

Lemma 14. :
Sei F € End(V) mit dim(V) < oo mit 3n : F* =0 und F"~' # 0. Dann gilt:

i) Die Vektoren
v, F(v),...,F" " (v) (75)
sind linear unabhdngig.

i) Fir W = {v, F(v),..., F*"Y(v)} mit W¢ als direktem Kompelment gilt:
V=WaWe° sowie F(W¢) C W°.

Die behauptete lineare Unabhéngigkeit kdnnen wir recht schnell einsehen:

i) {v,F(v),...,F"}(v)} bilden eine Basis der Gréfie n genau dann, wenn
fiir beliebige Koeffizienten das einzige p(x) € Pp—1 mit p(F) = 0 das
Nullpolynom p(z) = o ist. Nach Voraussetzung ist gerade F” = 0 und
Fr=l=£0.0
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ii) Die Existenz der Komplemente leuchtet unmittelbar ein. Sie wird durch
einen Induktionsbeweis gesichert und dieser wird am besten in [9] nach-
geschlagen.

Bemerkung 25. Aus (73) und (75) folgt, dajfs

K = spank {v, F(v),...,F" ' (v)}
ein F-invarianter Unterraum ist, den man in der Numerischen Linearen Algebra
als Krylow-Unterraum bezeichnet. Solche Rdume spielen beim Lésen linearer
Gleichungssysteme wie sie auch bei der Losung partieller Differentialgleichungen
eine Rolle vorkommen, eine Rolle.
Das letzte Lemma geniigt, um die Jordansche Normalform zu erzeugen. Sei dafiir

V; = ker[(F — A\;1)™]

Dann ist nach dem Satz iiber die Jordanzerlegung das Verhalten von F' auf V;
beschrieben durch

(F=X\1)™ =0 A (F-XN1)™"1#£0
Fiir v # 0 sei nun
W= (v, (F = \i1)(v),. .., (F — \1)™ L (v))
Dann nimmt die Matrix A von F auf W bzgl. der Basis
B:={v,(F = \N1)(v),...,(F—=X\1)™(v)}
klarerweise die Gestalt eines Jordankéstchens an.

Definition 36. FEin Jordankdstchen J, € C**F hat die Gestalt

A1 0o ... 0
0 .
Ji = o |=Di+N
: 1
0o ... 0 N

und nichts spricht apriori dagegen, dafS ein Jordankdstchen die Grifie k = 1
hat, so daf$ der nilpotente Anteil verschwindet.

Nach dem letzten Lemma gibt es zu W ein F-variantes Komplement W€ C V;,so
dafl man dasselbe Argument noch einmal anwenden kann: Auf W€ gilt wieder
(F — X\1)t = 0 mit ¢t < m;. Die Matrix auf diesem Unterraum ist wieder ein
Jordankéstchen zum gleichen Eigenwert. Im Fall ¢ = 1 hat das Jordanké&stchen
die Gestalt \;.
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Damit hat wir die vermutete Feinstruktur gefunden und koénnen allgemein die
Jordansche Normalform J definieren durch:

A1 0
0
1
0 A
J = N1 0 (76)
0
1
0 A

(76) zeigt einen aus zwei (im Einzelfall verschieden grofien) Jordankistchen
J; zusammengesetzten Jordanblock zum selben Eigenwert A;. Ein Jordanblock
kann in mehrere mehrere Jordankéstchen zerfallen, es mufl aber nicht so sein.
Eine Matrix, die nur aus Jordanblocken besteht, ist von Jordan-Normalform
J von A € C™"*™, Wir formulieren daher:

Satz 23. Sei F € End(V) und V ein endlich dimensionaler Vektorraum iber
C. Dann faktorisiert das charakteristische Polynom der darstellenden Matrix
A wollstindig und es existiert eine Basis B bzgl. der A Jordan Normalform
annimmgt.

Beispiele: Nur die ersten beiden Matrizen sind von Jordan Normalform:

310 010 3 00
A= 0 3 0 As=| 0 0 O As=| 0 3 1
0 0 3 0 01 0 0 2

Die Jordansche Normalform J einer Matrix A € C"*"™ wird zusétzlich charak-
terisiert durch die Merkmale:

i) Die Anzahl der Jordankéstchen zum Eigenwert )\; ist die geometrische
Vielfachheit pu(X;, F).

ii) Der Rang des ersten und grofiten Jordankéstches zum Eigenwert \; ist die
algebraische Vielfachheit m; mit Bezug auf mpg(F'). Dies ist die Dimension
des normalen Eigenraums.

iii) Die Summe der Rénge der Jordankéstchen, d.h. die GroéBe des Jordan-
blocks zum Eigenwert A ist die algebraische Vielfachheit v(A, F) mit Bezug
auf pa(N), d.h.

> ka=v(\F)

Dies ist nichts anderes als (72), d.h. die Dimension des Hauptraumes.

Die Jordansche Normalform ist eindeutig bis auf Vertauschen der Jordanbltcke
und der Jordankéstchen eines Jordanblocks untereinander, da dies nur einem
Umnummerieren der Basis von V' entspricht.
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7.3.7 Ein Beispiel

Unsere Aufgabe lautet nun die Jordan Normalform der Matrix

b

Il
coocor
coor N
oMW
oMo O
o= o oo

zu berechnen. Nach dem bisher Gesagten ergibt sich folgender Losungsweg:

1. Berechnung von pa()) liefert das Spektrum und v(\;, F'). Die Besetzung
der Hauptdiagonalen bestimmt das Verhalten des bijektiven Anteils des
Endomorphismus:

pa(d) = (A=1°(A - 2)

2. Berechnung der Jordanschen Normalform von A:

a) v(\;, F)) liefert die Dimension des Hauptraums, d.h.

A =2: dim[Hau(A, F)]

2
Ao =1: dim[Hau(le, F)] =3

b) Berechnung der Basen der Hauptrdume durch Lésen der Gleichungs-
systeme ker(A—\;1)%v = 0 mit 1 < i < v(\;, F)) fiir jeden Eigenwert:

Eig(\, F) = ker[(A — \1)Y] = (14,4,2,1,0)T
ker[(A — \1)?] = (u], (—36, -8, 2,0, —-1)T) =: < §>
Eig(\s, F) = ker[(A — A1) = (1,0,0,0,0)7
ker[(A — A21)%] = (uf, (0,1,0,0,0)") = (§ ﬂ
ker[(A - )‘21)3] = <U§F»uffa (0,0,170,0) > < Zz’: :{ g>

¢) Damit kann man bereits die Jordansche Normalform erschlieflen:

110 00
01 1 00
A= 0 0 1 0 O
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2
mit den Hauptrdumen
Hau(M\2, F) = spang{(A— Xa1)3us} @ spang {(A — Xa1)?us} @ spang {(A — Xa1)us}
= Wi;aeWy,dW;
Hau(\, F) = spang{(A— X21)*us} @ spang{(A — Xa1) uy}

=: Z2 D Z1
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3. Es bleibt die Angabe einer sog. Jordanbasis 7' eines Jordanblocks zu
A; fur alle 4 fiir den nilpotenten Anteil des Endomorphismus auf dem
jeweiligen Hauptraum, d.h. fir (F' — X\1)|gau(r,F):

T:(W2 W1 W3 Zl Z2)
= TAT '=1J

7.4 Singulidrwertzerlegung

Dabei handelt es sich um die Verallgemeinerung des Normalformproblems auf
nicht-quadratische, nicht-symmetrische Matrizen. Sie wird in der Numerik sehr
oft gebraucht.

Definition 37. Sei A € R"*". Gilt dann fiir orthogonale Matrizen U € R"*™
und V € R™*™ sowie die Diagonalmatriz ¥ = (o; - 6ij)i

A=UxvT (77)

dann heifit (77) die Singuldrwertzerleqgung (SVD) von A. 6;; ist das Kronecker-
symbol

- 0 & i#j
PN e i=j
Gibt es eine SVD von A im Rellen, dann gibt es sie erst recht fiir A € C**".

Definition 38. :
Es seien in einer SVD von A die Hauptdiagonalelemente von ¥ nicht negativ.
Dann heifien die o; in X2 Singuldrwerte von A.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Singuldrwerten und den Eigen-
werten einer Matrix?

Lemma 15. Es existiere von A € R™™™ eine Singuldrwertzerlequng A =

UXVT. Da U und V orthogonale Matrizen sind, folgt:
a) ATA=UXVTTUsVT = (xvD)TUuTUusvT = vx2vT
b) AAT = UsvT(UxvThT = uxvT(xvH)TuT = ux?uT

M.a.W.: A und AT A haben in Bezug auf ihr Normalformproblem dieselben
Transformationsmatrizen und die positiven Quadrate der Singuldrwerte o von
A sind die Eigenwerte A von AT A bzw. von AAT, d.h.

+\/Xi = 0;
Auch die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte stimmen iiberein. Denn:
i) Sei v # 0 Eigenvektor zum Eigenwert A > 0 von AT A. Dann folgt:

ATAv=v = Av #0
= AATAv =) Av = (78)
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ii) Es sei durch B = {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis eines beliebig vorge-
gebenen Eigenraums von A7 A zum Eigenwert A > 0 gegeben. Da wegen
(78) Av Eigenvektor ist zum Eigenwert A\ > 0 von AAT

= (Avi)T(Avj) = ’UiTATAUj = UZ»TAUJ‘ = )\(5”

und orthogonale Vektoren sind linear unabhéngig. Folglich ist die Dimen-
sion eines Eigenraum zu AA” zu A > 0 mindestens so groB, wie die zu
AT A.

iii) Die andere Inklusionsrichtung erhilt man, indem man die Argumentati-
on in umgekehrter Richtung durchlduft, was man aus Symmetriegriinden
immer machen kann. O

Ist daher eine Matrix A diagonalisierbar, so stimmen die Singuldrwerte mit den
Eigenwerten der Matrix iiberein.

7.4.1 Existenz der Zerlegung
Satz 24. Jedes A € R™™™ besitzt genau eine Singuldrwertzerlegung. (SVD)

Denn seien A\; > ... >\, > 0= \y1 = ... = )\, die Eigenwerte von A7 A und
rang(A) = r. Wieder legen wir durch B = {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis
von Eigenvektoren zu AT A fest, was wir - wie im Anhang gezeigt - immer tun
diirfen, da AT A symmetrisch ist.

i) Dann ist durch die Menge der u; = \/%Avi ein Orthonormalsystem von

AAT zu den o.g. Eigenwerten gegeben, da

T _ 1 T _ 1

A Aj
ufuj = = (Av) " (Avg) =/ 5ofv; = /550

Dieses Orthonormalsystem kann aufgrund des Basisergénzungssatzes zu
einer Orthonormalbasis der Matrix AA” ergéinzt werden kann.

ii) Wir setzen nun
V::<1}1,...,Um> U::<u1...,un> o‘i::\/):
Dann folgt die spaltenweise Darstellung der SVD

Avi = O;U;

iii) Damit ist Existenz der Singulirwertzerlegung nachgewiesen, falls wir zei-
gen konnen, dafl

rang(A) = rang(AT) = rang(AAT) = rang(AT A)
Das erste und dritte Gleichzeitszeichen ist eine Folge der Tatsache, dafl

Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A)
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Fiir das zweite Gleichheitszeichen argumentieren wir mit der Dimensions-
formel

rang(A) = m — dim[Ker(A)]
= rang(AAT) + dim[Ker(AT A)] — dim[Ker(A)]
und wollen daher zeigen, daf3
dim[Ker(AT A)] = dim[Ker(4)] &
Ker(A) D Ker(ATA) A Ker(A) C Ker(AT A)

Dafiir 148t sich nun geltend machen, daf} trivialerweise Ker(A) C Ker(AT A)
gilt und wegen

ATAv=0 = 0=0"ATAv=|Av|3 = Av=0
was gerade Ker(A) D Ker(AT A) bedeutet. O

Bemerkung 26. :
Wegen einer méglichen Vielfachheit der Eigenwerte von AAT miissen die Trans-
formationsmatrizen im Gegensatz zu 3 nicht eindeutig sein.

Eine zentrale Anwendung der SVD tritt auf bei der numerischen Losung von
linearen Ausgleichsproblemen. Das wollen wir im néchsten Absschnitt untersu-
chen.

7.4.2 Interessante Eigenschaften der SVD
Tragen wir zunédchst Niitzliches iiber die Singuldrwertzerlegung zusammen:
1) Seirang(A) =rang(X)=rmit 1 <r<m =
rang(A) = (u1, .., u,) und null(A) = (Vry1, .., V)

Denn eine Multiplikation mit orthogonalen Matrizen #ndert den Rang
nicht.

2) Kondition einer Matrix, auch im singuléren Fall

— Frobenius-Norm:

— 2-Norm:
T AT
[Allz = IZl2 = Omas = max, ulAT Au
ulu
= A= ;2

Omin

= cond(A) = || A]|||A1

| — Omazx

Omin

3) Wegen des Determinantenmultiplikationssatz gilt:

|det(A)| = |det(U)||det(E)||det(VT)| = IHfij
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4) UUT und VTV sind klarerweise Projektoren, d.h. sie erfiillen die Idempo-
tenzbedingung P? = P. Beweis als Ubung.

5) Die Information aus A wird generell bestméglich wiedergegeben durch eine
reduzierte Matrix der Singulérwerte: Wegen (77) hat A auch die Darstel-

lung
-
._ L
A, = E OjU;V;
i=1

Sei nun v vorgegeben mit 0 < v < r und 0,41 # 0. Dann ist zum einen

T
A=Az =1 > ojuolllz = our #0
%1%
Jj=v+1

und zum anderen findet sich keine andere Matrix B iiber dem Korper von
A mit rang(B) = v, die A dhnlicher wiire als A,. Denn in diesem Fall
hiitte der Kern von B die Dimension m — v und das durch (vq,..v,11)
aufgespannte Bild die Dimension v + 1. Ist aber e ein Einheitsvektor aus
dem wegen m — v + nu + 1 > m nicht-leeren, gemeinsamen Teilraum, so
ist

1A - B3 I(A = Bell3 = [|Ae|l3 = 2V Te]l3

>
> opalViel3=0y O

Dies ist aufgrund der Aquivalenz von Normen iiber R unabhingig von der
Wahl der Norm. Die Kondition (79) des Problems verbessert sich, wenn
die vernachlissigten Singulidrwerte Werte nahe Null sind.

Wir sind nun mit der SVD hinreichend vertraut, um den Zusammenhang mit
linearen Ausgleichsproblemen zu untersuchen.

Sei dafiir A = UXV7T eine SVD von A und betrachte ein lineares Ausgleichs-
problem bzgl. gegebener Daten b :

min = ||z —b[|3 = [U" (Az - D)3

= UTAVVT)z — U3 = IZ(V ) - UT0|3
= (VT2 —UTb)" (5VTz — UTh)
= (SVT2)? —2xvTUTz + (UTh)®

T m

= > (o;(VTa); —uT0)* + Y (uTh)’

j=1 Jj=r+1

Das zeigt, dafl x zugleich die kiirzeste Losung eines linearen Ausgleichsproblems
ist genau dann, wenn

S L
01 Om
r = Vi Uy <
" uTh ™ uwTh
o= D it Y
j=1 ' r4l=5 °
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denn genau in diesem Fall verschwindet der erste Summand in (79). Die kiirzeste
Losung wird zur Minimierung des Residuums aber gerade gesucht. O

7.5 summary

Bei der Normalformproblematik muB man verschiedene Fille von Aquivalenzrelationen

auseinander halten:

1. Quadratische Matrizen:

Name Matrix Normalform | Transformation
Diagonalform A e R D A=UDUT
Schurform I | A € R*"*"v € C**" R=D+ N A=URUY
Schurform IT A ¢ Rxn H A=UHUT
Jordanform | A € R"*"v € C"*" J=D+N A=UJUT
2. Nicht-Quadratische Matrizen:
Name Matrix Normalform | Transformation
Rangéquivalenz | A € R"*™v € C**" E,. A=SE.T7 1T
SVD A e Rvxmy e Cxn by A=UxVT

Dariiberhinaus ist jede dieser Transformation von quadratische Matrizen bzw.
nicht-quadratische Matrizen durch ihre Invarianten gegeniiber dieser Transfor-

mation charakterisiert:

Name Invarianten
Diagonalform | Eigenwerte mit Vielfachheit, rang(A)
Schurform I Eigenwerte mit Vielfachheit, rang(A)
Schurform IT rang(A)
Jordanform Eigenwerte mit Vielfachheit, rang(A)
Rangéiquivalenz rang(A)
SVD Eigenvektoren, rang(A)
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8 Anhang

8.1 Der Satz von Cayley-Hamilton

Satz 25. Sei F' € End(V), V endlich-dimensional und prp(X\) das charakteri-
stische Polynom von F. Dann gilt:

pr(F)=o

Das Einsetzen von F' in pp und det(A — z1) sind ganz verschiedene Dinge,
da pp(F) € End(V) und det(A — 21) € K[z]. Zum Beweis miissen wir daher
einen anderen Weg gehen und nutzen dafiir die Tatsache aus, dafl wir nur ab-
gebraisch abgeschlossene Korper betrachten. Fiir einen beliebig vorgegebenen
Endomorphismus bedeutet das:

e pa(N) faktorisiert

e A ist dhnlich zu einer oberen Dreicksmatrix mit den Eigenwerten auf der
Hauptdiagonale.

Und da wir fir pp(F) auch die dquivalente Schreibweise
pr(F)=(F —X1)o...0o(F — A1) =: ¢ (V)

angeben kénnen, 148t sich auf der durch den trigonalisierbaren Endomorphismus
gegebenen F-invarianten Fahne

{0}=V1cCc...CcV,=V=F

mit der Basis B = {vy,...,v,} und V,, = spang{v1,...,v;} das Verhalten von
F direkt beobachten, wenn wir mittels Induktion iiber den grad n von pp(F)
argumentieren, dafl ¢;(V;) = {0}:

i) Induktionsanfang: n =1
1
Seivi eV C F: F(’Ul) = A\u; = Z)\zF(Z)(Ul) = ¢1(’Ul) =0
=0

ii) Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fir 1 < k < (n — 1).

iii) Sei wieder v; € V; C F beliebig vorgegeben und ¢ > 2. Dann gibt es ein
w € V;_1 C F und p € C derart, daB fiir beliebig vorgegebenes v € V; gilt
v = w + pv;. Das bedeutet

Fw)— X we Vg und F(v;) — Nv; € Vi
Nach Induktionsannahme ist damit

pi(w) = ¢i10(F —N1)(w) = ¢i—1(F(w) — \jw) =0
Gi(vi) = dicr10o(F —=N1)(v5) = pi—1(F(vs) — Aivg) =0
= (,251(’[)) =0 0O

Dieser Satz lafit den tieferen Sinn der Definition einer F-invarianten Fahne er-
kennen.
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8.2 Zuséatzliche Diagonalisierbarkeitskriterien

8.2.1 Normale Matrizen

Definition 39. Eine Matriz A € C™*™ heifst normal gdw
AAH = AH A

Satz 26. Fine Matrix A € C"*™ st unitir diagonalisierbar gdw A normal ist.
In diesem Fall gibt es unitdare Matrizen U € C™*™ derart, daf

A=UDU"
und D ist eine Diagonalmatriz.

Der Beweis ist unter Ausnutzung der Losungen der Normalformprobleme schnell
gemacht:

Hinrichtung: Sei A zerlegbar.

A=UDU" = AA¥ =UuDU"UDHU" =U|DPUH
A=UDU" = APA=vUD"UYUDH" =U|DPPU"

Riickrichtung: Sei A normal.
Da A € C™"*™ gibt es von A eine Schur-Zerlegung, d.h.

R=UYAU = RUR=U"APAU =U"AA"U = RRY

Da R normal ist, folgt

|)‘1|2 = (RHR)H = (RRH)H = |/\1|2 + Z |TJ2'k|
k=2

——
=0

Induktiv sieht man ein, daf} dies fiir alle 5 gelten muf, so daf3 R tatséchlich
eine Diagonalmatrix ist. O

8.2.2 Symmetrische Matrizen

Definition 40. Eine Matriz A € R™™"™ heifst symmetrisch gdw AT = A.

Wir beweisen zunéchst charakteristische Eigenschaften symmetrischer Matrizen:

Lemma 16. :
Ist A € R™*™ symmetrisch und ist A ein Figenwert von A, dann gilt A € R.

Denn man rechnet fiir zwei Eigenvektoren v; und v; zu den nicht notwendiger-
weise verschiedenen Eigenwerten A\; und A; nach:

Aivj, vi) = (U5, i) = (vj, Avy)
= (Avj,v;) = (\jvj, ) = Nj(vj,v;)  so daB
Vi = VUj = A= 5\1‘ & AER

denn symmetrische Matrizen induzieren symmetrische Bilinearformen.
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Satz 27. :
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte symmetrischer Matrizen sind ortho-
gonal.

Denn mit dem letzten Lemma haben wir - einfacher als sonst - sofort:

()\i — )\j)<’Uj,’Ui> = Vj 1 v;

Nach unseren bisherigen Diagonalisierbarkeitskriterien kann eine symmetrische
Matrix immer auf Diagonalgestalt gebracht werden, falls wir zeigen kénnen:

Satz 28. Es gibt eine orthonormale Basis des R™ aus Eigenvektoren von A.

i) Nach dem Basiserdngungssatz kénnen wir zu dem Eigenraum jedes Eigen-
wertes eine orthogonale Basis wihlen. (Beweis als Ubung)

ii) Da die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte paarweise senkrecht
stehen, bekommen wir eine Basis desjenigen Unterraum von R", der von

allen Eigenvektoren aufgespannt wird.

iii) Es bleibt induktiv zu zeigen, daf} dieser Unterraum der gesamte R™ ist.
(Beweis als Ubung) O

Wer sich fiir symmetrische Matrizen interessiert, moge zu den Stichworten "Haupt-
achsentransformation’ und ’selbstadjungierte Endomorphismen’ oder auch ’Qua-
driken’ selbst weiterforschen.

8.3 Matrixexponentielle
8.3.1 Anfangswertprobleme
Gegeben sei A € C"*", ¢t € [-T,T] C R sowie x € C". Dann wird ein linea-
res, autonomes und homogenes Anfangswertproblem gegeben durch die folgende
nicht explizit zeitabhéngige Differentialgleichung
Z(t)=A-z(t) z(ty) = zo
Seine Losung wird beschrieben durch den Flufl @ : R x R — C™*"™ mit
Phloxy = x(t)

mit den den Fluf} definierenden Eigenschaften

i) totogy =z

i) ®L5PStogy = Phlogy = x(t) Vs,t

OBdA koénnen wir fiir das Folgende ¢y = 0 setzen.
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8.3.2 Wohldefiniertheit
Gegeben seien A, M € C"*", ¢t € [-T,T] C R. Dann ist

= (tA)k
E(At) = exp(tA) = > ( k!)
k=0
wegen
> (]| Ak
JexptA)] < 3 WA — expieaf) < oo
k=0

nach dem Weierstra3schen Majorantenkriterium absolut und gleichméBig kon-
vergent und daher wohldefiniert.

Da E(A,t) gleichméBig konvergiert, darf man gliedweise differenzieren. Die ent-
stehende Potenzreihe ist wieder gleichméflig und absolut konvergent. Folglich
darf man die Limesbildung bei dieser Potenzreihe und das Differenzieren ihrer
Summanden vertauschen. Das fiihrt auf:

E'(At) = Aexp(tA)
SchlieBlich ist noch
E(A,0) =exp(0-A) =1
= E(A,t) 16st 2/(t) = Axg  x(tp) = xo und wir kénnen schreiben:
E(A) =3 O (79)

8.3.3 Eigenschaften

Die hier wesentlichen Eigenschaften der Matrixexponentielle sind:

a) Der Phasenfluf} ist eine affine Invariante,d.h.
exp(tMAM ') = Mexp(tA)M~' VM € GL(n)
Denn man rechnet sofort nach:

(MAM™H™ = (MAM™Y) - (MAM™Y-.... (MAM™)

n

= MA"M™! O

Diese Eigenschaft zusammen mit (79) erlaubt es, die Informationen aus
der Losung des Normalformproblem zur qualitativen Analyse des Flusses
einer Differentialgleichung nutzbar zu machen.

b) Fiir A = Blockdiag(A1, —, Ax) gilt:
exp(tA) = Blockdiag(exp(tA1), —, exp(tAg))

Beweis als Ubung.
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¢) Das Analogon kennen wir bereits in R:
exp (t(A+ B)) = exp(tA) exp(tB) falls A-B=B- A
Denn man rechnet sofort nach:

¢(z) = exp(zA) exp(—xB) exp(—x(A + B)) mit ¢(0) =1
= L (x) = Ad(x) + Bolx) — (A + B)o(x) = 0
= ¢(xr)=1 Vz
Wéhle z = 1. Dann folgt:
exp(A+ B) = exp(—(A+ B))™! =exp(A)exp(B) = Beh. 0O

d) Erinnert man sich an die Interpretation der Determinante als Ma8 fiir die
Volumenverzerrung durch eine lineare Abbildung, dann ist interessant:

det(E(A,t)) = exp(t-Tr(A))

mit Tr(A) als Summe der Singulirwerte von A. (Beweis als Ubung)
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