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1 Vorbemerkungen

Dieses Skriptum soll die Vorlesung “Computerorientierte Mathematik I” begleiten. Diese Veran-
staltung wird gemeinsam fiir Studierende der Mathematik im 1. Semester und fiir Studierende
der Bioinformatik im 3. Semester angeboten. Zusammen mit der Nachfolgeveranstaltung “Com-
puterorientierte Mathematik IT” soll sie eine moglichst elementare Einfithrung in den Bereich der
Mathematik bieten, der sich mit den Problemen und Méglichkeiten der Computernutzung ausein-
andersetzt. Der Bogen der Computernutzung spannt sich heute von der Simulation realer Anwen-
dungen —wie z.B. der Wettervorhersage mittels Computersimulation— bis hin zum automatischen
Beweisen.

In einer zweistiindigen Vorlesung miissen wir uns also auf Teilgebiete einschrinken, in denen die
Probleme und Moglichkeiten der Computernutzung in besonderem Mafle zentral sind und in denen
sich prignante Einsichten mit einer Darstellung zentraler Begriffe verbinden lassen.

1.1 Worum geht es?

Die vielleicht wichtigsten Begriffe sind dabei die Folgenden:

1. VerlaBlichkeit, Sicherheit und Genauigkeit:
In wie weit kann man computergenerierten Ergebnissen trauen? Welche computer-spezifischen
Fehlerquellen lassen sich ausmachen, lassen sich diese eliminieren und wenn nicht, wie kann
man sie kontrollieren?

2. Effizienz:
Wenn ich ein Problem mit dem Rechner verldfilich 16sen kann, kann ich es dann auch schnell
und verldBlich 16sen? Losungen werden nur dann von praktischem Interesse sein, wenn sie in
der Zeit, die ich zur Verfiigung habe, auch berechnet werden kénnen.

Um diese zentralen Begriffe wollen wir die Vorlesung also aufbauen; die mathematischen Teilge-
biete werden also nach ihnen ausgewahlt. Die Teilgebiete, die nach der Meinung der Autoren in
einem Skriptum zur Computerorientierte Mathematik vor diesem Hintergrund vor allen anderen
angesprochen werden sollten, sind:

e Numerische Mathematik,
e Diskrete Mathematik,

e Computeralgebra,

natiirlich nicht notwendig in dieser Reihenfolge.

In der Tat bilden Probleme aus der numerischen Mathematik in diesem Skriptum den Schwerpunkt.
Wir werden uns zentral mit den Konsequenzen der Tatsache auseinandersetzen, dass heutige Rech-
ner die Zahlen nur bis zu einer bestimmten Linge (Grofle, Genauigkeit) korrekt darzustellen erlau-
ben. Die Konsequenz der daraus resultierenden Rundungs- oder Abschneidefehler wird detailliert
zu diskutieren sein und bestimmen wesentliche Teile der Kapitel 2 und 4.

Im Vergleich zur numerischen werden wir die diskrete Mathematik nur “streifen”. Das ist haupt-
séchlich der zur Verfiigung stehenden Zeit geschuldet. In Kapitel 3 werden wir Aspekte der diskreten
Mathematik beriihren, wenn wir die Begriffe “Komplexitat” und “Effizienz” zu erarbeiten versu-
chen.

Leider wird die Computeralgebra in diesem Skriptum nicht vorkommen. Diese Tatsache ist wieder-
um der knappen Zeit geschuldet, aber auch dem Unvermégen der Verfasser eine in die zeitlichen
Vorgaben passende Kurzdarstellung eines Aspektes zu erstellen. Nichtsdestoweniger ist sie zu be-
klagen und wir hoffen in zukiinftigen Versionen Abhilfe schaffen zu kénnen.
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1.2 Programmieren in MATLAB

Ein weiterer wesentlicher Teil einer Veranstaltung “Computerorientierte Mathematik” ist die Pro-
grammierung: Jede(r) Teilnehmer(in) muss grundlegende Kenntnisse der Programmierung in MAT-
LAB erwerben, einmal um die Veranstaltung formal erfolgreich abschliessen zu kénnen, zum anderen
(und viel wichtiger) um die in der Vorlesung vermittelten Einsichten selbst am Rechner nachemp-
finden zu kénnen.

Wir werden uns daher die gesamten ersten Wochen des Semesters mit der Einfithrung in grundle-
gende Elemente von MATLAB beschéftigen. Wenn Sie sich als Neuling im Bereich “UNIX-Nutzung”
und/oder “Programmierung” bezeichnen wiirden, dann sind Sie eingeladen, ja aufgefordert, die
angebotenen betreuten Rechneriibungen zu nutzen.

Dieses Skriptum enthélt keinen Abschnitt iiber MATLAB; Grundlage der Einfiihrung in die Pro-
grammierung in MATLAB unter UNIX ist das Skriptum

J. Behrens und A. Iske. MATLAB. FEine freundliche Einfiihrung. Version 1.1. TU Miinchen,
siehe auch http://www.mathematik.tu-muenchen.de/m3/

das wir entweder gedruckt oder elektronisch fiir Sie bereithalten.

1.3 Wiederholung: Matrizen und Vektoren

Die grundlegende Datenstruktur in MATLAB ist die der Matriz. Im Allgemeinen sollten die zum
Verstédndnis der Vorlesung und der MATLAB-Einfithrung notwendigen Grundlagen der Matrizen-
und Vektorrechnung aus der Schule bekannt und geldufig sein. Da das im Speziellen leider nicht
immer der Fall ist, wird die Vorlesung diesen Aspekt zu Beginn kurz wiederholen. Eine kurze
Zusammenfassung findet man in Anhang A.



2 Kondition und Stabilitat
Zum Aufwirmen beschéftigen wir uns mit einem (scheinbar) einfachen Problem.

Problem 2.1 (Polynomauswertung)
Gegeben seien das Polynom

fz,y) = 2° + 12zy* — 8y> — 62%y (2.1)
und die Argumente
x =10 000 000, y=4999999 .

Gesucht ist der Funktionswert f(z,y).

Eine Berechnungsvorschrift liefert die direkte Umsetzung des Problems in ein MATLAB—Programm.

Algorithmus 2.2 (Auswertung von f = % + 12xy? — 8y — 62%y)

clear all;

x=10000000

y= 4999999

format long e;

f=x"3 + 12%x*y~2 - 8*y~3 - 6%x" 2%y

Algorithmus 2.2 liefert das Ergebnis:

x =
10000000
y =
4999999
f =
524288

also f(x,y) = 524288.

Unter Verwendung der binomischen Formel
(a+0)® = a® + 3a®b + 3ab® 4+ b°
koénnen wir die Darstellung (2.1) von f(z,y) umschreiben in
fla,y) = (z—2y)° . (22)
Diese Darstellung fithrt auf das folgende MATLAB—Programm.

Algorithmus 2.3 (Auswertung von f = (z — 2y)3)

clear all;
x=10000000

y= 4999999
format long e;
f=(x-2%y)~3
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Dieses Programm liefert

x =
10000000
y =
4999999
f =

8

Offenbar ist fiir z = 10 000 000 und y = 4 999 999 gerade y = %x — 1 und damit das Ergebnis von
Algorithmus 2.3 richtig.

Wir wollen verstehen, weshalb Algorithmus 2.2 ein so dramatisch falsches Ergebnis liefert. Beide
MATLAB-Programme kommen mit

e Darstellung von Zahlen im Rechner
e Auswertung der Grundrechenarten im Rechner

aus. Hierbei muss es allem Anschein nach bei Algorithmus 2.2 ernste Probleme geben. Wir wenden
uns zunéchst dem ersten Punkt zu.

2.1 Zahlendarstellung und Rundungsfehler
2.1.1 Ganze Zahlen (integer)

Zur Darstellung einer ganzen Zahl 2 sollen N Bits

| dx—1dy—2 - do|, d;=0,1

verwendet werden. Man spricht von einem Bitmuster.

Wir beginnen mit der Darstellung natiirlicher Zahlen als unsigned integer. Bei dieser Darstellung
entspricht jedes Bitmuster in folgender Weise einer Zahl

N-1
dy-1dn_—g --- do| = E d; 2"
1=0
————
Bitmuster dargestellte Zahl

Bemerkungen:
o Das Bitmuster 148t sich als Dualzahl lesen.

e Bei gegebenem N umfasst der darstellbare Bereich alle ganzen Zahlen z mit der Eigenschaft

ZmiHZOSZSZmaXZQNfl-
e Alle ganzen Zahlen im darstellbaren Bereich werden exakt dargestellt.

Beispiel:
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Wir betrachten den Fall N = 4.

0000 =0
0001 =1
0010 = 2

1111 =15=2* -1

Als néchstes beschreiben wir die Rechnerdarstellung ganzer Zahlen als integer. Mit Blick auf die
obige Darstellung nichtnegativer Zahlen liegt zunéchst folgende Darstellung nahe

N—-2
S dN_QdN_g cee do é(—1)5 Z di 2i .
=0

Ein Vorzeichenbit s entscheidet, ob die dargestellte Zahl negativ ist oder nicht. Mit den iibrigen
Bits wird verfahren wie bisher. Wieder werden alle ganzen Zahlen im darstellbaren Bereich

Zmin = _(2N_1 —1) <2< Zpax = |
exakt dargestellt.
Beispiel:
Wieder sei N = 4.
0000 =0 1000 =0
0001 =1 1001 = —1
0111 =7 111 = —7=—(2>-1)

Die obige Darstellung hat folgende Nachteile

— Die Darstellung der 0 ist nicht eindeutig.
— Die Subtraktion ist nicht ohne weiteres auf Addition zuriickzufiihren.

Aus diesen Griinden verwendet man in der Praxis nicht die oben beschriebene Darstellung nicht-
positiver Zahlen, sondern die folgende Darstellung negativer Zahlen im Zweierkomplement:

N-2
1dy g -+ do|=— <1—|—Z(1—di)2i> .
1=0

Beispiel:
Es sei wieder N = 4.

2
1111 ;—<1+Zo~2’> =-1
=0
110 = -1 + 1 ) =-2
1000

I>
|
S
=
+
[+
N,
N——
I
|
()
w
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Fine gegebene, negative Dezimalzahl codiert man im Zweierkomplement durch Dualdarstellung,
Umklappen der Bits und Addition von 1:

-3 = —0011 = 1101
Dezimalzahl Dualdarstellung Bitmuster

Der darstellbare Bereich ist bei gegebenem N

N-2 N-2
Zmin =2V 1= (14> 127 ) <2<y 120 =2N T o =
=0 =0

Praxis: Intel-Prozessoren verwenden das Zweierkomplement mit N = 16, 32, 64 Bits (short, word, long integer).
Im Falle von word—integer ist

Zmin = 2527 —2.1-10° | Zmax = 422271 2 2.1-10° .
Der Versuch einer Integer—Darstellung ganzer Zahlen mit der Eigenschaft
2 < Zmin bDZW. 2 > Zmax

fiihrt zu underflow bzw. overflow. Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, mit underflow bzw. overflow umzugehen:
a) Fehlermeldung

b) C-Implementierung auf HP—Workstations liefert im Falle von overflow keine Fehlermeldung, sondern rechnet
einfach mit

Z=zmodm (Rest bei Division von z durch m)
weiter. Dabei ist m = Zmax — Zmin + 1.

Bei MATLAB wird nicht mit integer—Darstellungen gerechnet. Ganze Zahlen werden wie reelle Zahlen behandelt. .

2.1.2 Reelle Zahlen (real)

Die integer-Darstellung ganzer Zahlen, die im darstellbaren Bereich liegen, ist exakt. Programme
zur symbolischen Formelauswertung, wie z. B. MAPLE, ermoglichen exakte Darstellungen auch fiir
rationale Zahlen (Paare von ganzen Zahlen), algebraische Zahlen (Tupel von ganzen Zahlen) und
einige trans/-zendente Zahlen (iiber entsprechende Funktionen). Dieser Weg fiihrt in die Computer—
Algebra und wir wollen ihn hier nicht weiter verfolgen.

Unser Ziel ist es, mit N Bits eine moglichst genaue, aber im allgemeinen nicht exakte, Darstel-

lung reeller Zahlen zu ermdglichen. Eine solche Darstellung bildet die Grundlage von numerischem
Rechnen.

Definition 2.4 Gegeben seien

Basts: qg€eN q>2
Bereich darstellbarer Exponenten: [€min, €max] N Z
Mantissenlinge: {eN

Ldsst sich dann eine Zahl x € R mat
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FExponent: e€ emin < € < €max
e .
Mantisse: a= Zaiq_Z ai=1,...,q7', a #0,
i=1
Vorzeichenbit: 5€0,1

in der Form
x = (—1)%aq® (2.3)

schreiben, so heifit © Gleitkommazahl. Die Darstellung (2.3) heifst  normalisierte Gleitkommadar-

stellung von x. Die Menge aller Gleitkommazahlen nennen wir G (genauer G(q, £, [émin, €max)))-

Bemerkungen:

e Die Codierung einer Gleitkommazahl im Rechner erfolgt iiber die normalisierte Darstellung. Man hat dazu
das Vorzeichenbit s, die Mantisse a, also a1, ..., a¢, und den Exponent e, also eine ganze Zahl, zu speichern.

e Ist x = aq® € G, so gilt offenbar
z =aq° = A¢”
mit A =a ¢’, E = e — j und beliebiges j € Z. Die Normalisierung ¢~* < a < 1 sichert die Findeutigkeit der
Codierung im Rechner.
Beispiel:

Wir betrachten den Fall ¢ = 2. Dann kann wegen a; € {0,1}, i = 1,...,¢ die Mantisse direkt als
Bitmuster abgespeichert werden. Dazu kommen ein Vorzeichenbit und die integer—Darstellung des
Exponenten e als Bitmuster der Linge M.

s|ay -+ Qg |epy—1€Epm—2 - €0 = (—1)5a2e .

Ist zum Beispiel £ = 5 und M = 3, so wird die rationale Dualzahl —110.11 mit N = 1+ ¢+ M Bits
wie folgt im Rechner dargestellt

~110.11 = —0.11011 23 = |1 | 11011 | 011

Praxis:
l “ q l 14 l €min l €max ‘
Cray—Rechner 2 | 48,96 | -16384 | 8191
Wiss. Rechner 10 10 -98 100

IBM System/309 || 16

Offenbar gilt fiir jede Gleitkommazahl x
Lmin ‘= qeminil <zl <(1- qfﬁ)qemax = Tmax -

Im Falle von |z| < Zmin bzw. |z| > Znax gibt es under flow bzw. over flow. Tritt underflow auf,
so wird bei den meisten Rechnern mit x = 0 weitergerechnet, overflow fithrt auf x = inf (infinity)
und damit auf mehr oder weniger sinnlose Ergebnisse.
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Beachte, dafi bei ¢ = 2 schon eine Exponentenléinge von M = 4 ausreicht, um genauso grofle Zah-
len darstellen zu kénnen wie mit einer 32-Bit—integer—Zahl. Diese Vergroflerung des darstellbaren
Bereichs wird damit erkauft, dafl nun natiirlich nicht mehr alle Zahlen x mit i < z < Tmax exakt
darstellbar sind.

Beispiel:
Wir betrachten diesmal ¢ =2, £ =2 und M = 5. Dann ist die ganze Dualzahl

z =101 = 0.101 22

nicht in G, da die Mantisse a = 0.101 nicht mit ¢ = 2 Bits darstellbar ist. Es liegt nahe, in solchen Fillen zu runden

und genau das wird auch gemacht.

Satz 2.5 Es sei q ein Vielfaches von zwei. Zu jeder Zahl © € [Tmin, Tmax| existiert ein rd(z) € G
mit relativem Fehler

|z — rd(2)| < }q—(z—l)

7] <3 =:eps .

Die Zahl eps heifst Maschinengenauigkeit.

Beweis:

Zu jedem x € [Tmin, Tmax] €Xistieren
> .
a* = Zaiq_Z , a; € {0,...,q-1} , a1 #0,
i=1

und e € [emin: 6maX]7 so dafl

* e
r=aq
Runden von a* auf ¢ Stellen
¢ _ 0 falls apr1 < 1q
a= Z a;q '+ ) 2
=1 q falls agy1 > %q
liefert
* 1 —L
ja—a’< a7 (2.4)

Zum Beweis von (2.4) betrachten wir zwei Fille.
Fall 1: a1 < %q (abrunden).

Wegen %q € Nist dann ag41 +1 < %q. Dabher gilt

" —a| =

> . > .
Z aiqz‘ = Z a;q "

i=0+1 i=041

_ q7<e+1> (WH + ZajHqu)

j=1

_ 1 _
<q a1 +1) < 54 ¢

Fall 2:  agy1 > 1q (aufrunden).
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oo
a'—al=|Y aqg—q¢"
i=0+1
oo
)
<D ajrq7 ™ =g

Damit ist (2.4) bewiesen.

Wir setzen
rd(xz) = aq®
Nun miissen wir zeigen, daf3
rd(z) € G (2:5)
gilt. Tm Falle ¢ < a < 1 ist das klar.
Beim Aufrunden kann aber noch der Fall a = 1 auftreten, falls a1 = a2 = ... = a¢ = ¢— 1 vorliegt. Dann ist rd(z) = 1
¢¢ = 0.1 ¢°" € G, falls e < emay ist. Der Fall e = epax steht aber im Widerspruch zu z € [Zmin, Tmax]. Damit ist

auch (2.5) erledigt.

Nun folgt aus (2.4) sofort

|z —rd(z)| = |a" — alq®

1 e—~

IN

Weiter gilt wegen a; > 1
2| = |a*|¢® > a1q 'q" > ¢!

und insgesamt

Bemerkung: Die Abbildung
rd ¢ [Tmin, Tmax] — G

ordnet jedem = € IR genau eine Gleitkommazahl Z = rd(z) € G C [Tmin, Tmax] ZU.

Offenbar ist
x = rd(z) Ve e G

und daher rd o rd = rd (o bedeutet die Hintereinanderausfithrung). Eine Abbildung mit dieser
Eigenschaft heifit Projektion.

Beim Auswerten von rd(z) wird auf ¢ Stellen gerundet. rd(z) hat also ¢ giiltige Stellen (im g—
System).

Bemerkung: Vor allem in der Ingenieurliteratur wird der relative Fehler oft in Prozent angegeben. 1% Fehler

bedeuten zum Beispiel
|z — 2| < 1 )
|z  — 100
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Es existiert ein € € R mit
rd(z) = (1+¢)x le| > eps.

Achtung: Der absolute Fehler
|z — rd(z)] < |z|eps

wichst mit |z|.

Offenbar kann es vorkommen, dafl verschiedene Zahlen x,y auf dieselbe Gleitkommazahl © =
rd(x) = rd(y) gerundet werden: Die Abbildung rd ist nicht injektiv!

Satz 2.6 Es sei
T=a¢° €@ .

Dann gilt & = rd(x) fir alle x mit der Eigenschaft

1
—r<zr—-I<r, Tziqefe
Beweis:
Es sei
4
F=ag°=q°) aiq"’
i=1
und
l
T=q (Zaiq Z+w> =a’q
i=1
Ist Z = rd(z), so folgt aus (2.4) sofort |[a — a*| = |w| < 3¢~*. Beim Abrunden gilt sogar das
Kleinerzeichen, also
L L
—q <w< =q
Also ist ) )
e—/{ ~ e e—/{
—= <I—-zrz=qw<_
2(] > q 2(]
|
Bemerkung: Die Gleitkommazahl Z reprisentiert ein ganzes Intervall reller Zahlen F(Z) = [Z —

rx4r),r= %qe_g.

[ |

|

- T=a -
T—r q

x

\
)

Im Sinne der Aquivalenzrelation (symmetrisch, reflexiv, transitiv)

I

x =y Dgf rd(x) = rd(y)
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sind alle Zahlen z € E(Z) dquivalent.

Rechnen mit Gleitkommazahlen & € G bedeutet also Rechnen mit Intervallen E(Z) € IR.

2.2 Kondition
2.2.1 Relative Kondition

Wir wollen untersuchen, wie sich Rundungsfehler in den Eingabedaten auf die Ergebnisse der Ele-
mentaroperationen +, —, -, / auswirken.

Dabei betrachten wir nur den relativen Fehler und setzen & = rd(z).
Addition: Es seien x,y > 0

(e+y)—@+9| _ -2+ -9l _ |z -2 +]y |

|z + y| B |z + y| - |z + y|
_ el eyl ly =9l
lz+y| |zl lz+yl |yl
< |z| + |y| max{|x_$‘7 Iy—yl}
|z + | || |y

_ { [z — %[ |y —y| }
= max ) .
|z [yl
Der relative Fehler wird nicht vergrofiert!

Subtraktion: Sei x —y # 0 und z,y > 0

(@-y)—@=9| = o3yl |y—4l

|z —y| T e -yl |z lz =yl |yl
|z| + |y| {Iﬂf—x\ Iy—yl}
|z —y lz[ 7 [yl
Offenbar gilt
-~ |lz| + [y| > 1
|z — |

Folgerung;:
Bei Subtraktion nahezu gleich grofler Zahlen kann der Verstirkungsfaktor iiber alle Grenzen wach-
sen. Man spricht von Ausldschung.

Beispiel:
Wir gehen aus von £ = 4 giiltigen Stellen im Dezimalsystem. Also ist die Maschinendarstellung von = = % gerade
T = 0.3333. Weiter sei y = y = 0.3332. Wir erhalten

& —§=0.0001=0.1772-10""

also statt vorher vier nur noch eine giiltige Stelle! Der Rechner gibt im allgemeinen statt ,,7¢ irgendeine Zahl aus.

Es gibt keinen Grund fiir deren Richtigkeit! Man kann nachrechnen, dafl in unserem Beispiel die Verstirkung des
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relativen Fehlers bei il(}4 liegt.
Multiplikation: Es gilt fiir z,y # 0
031 ¢ ({2 WYY b3 )
|y |z| |yl |z| |z|
(Ubung). Offenbar ist
lim <2+max{|x_x| y—y!}) =z,
T,y =yl
d.h. kleine relative Fehler in z,y werden bei Multiplikation nur wenig vergrofiert.
L [z -2 |y—3l }
"yl

I
2]

Division: Fiir z,y # 0 und § # 0 berechnet man
< ’g’ (!w—x! N IxHyjy\> < <
I\ lyl 1]

<&

z
Y

lim (1 n ’wa’) —9.
|| |7

T—a,g—y

<8

und es gilt
Kleine relative Fehler in x,y werden also bei Division nur wenig vergrofiert.

Ungenauigkeit des
Resultats

urspriingliche Ungenauigkeit,
z.B. Eingabefehler

Abbildung 1: Die Kondition misst die Verstrkung der Ungenauigkeit durch die Operation f.
(P)

Aus den obigen Beobachtungen destillieren wir nun den zentralen Begriff dieses Abschnitts.
cy X))

Definition 2.7 Gegeben sei eine Funktion f: R™ — R und das Problem
Auswertung von f(x) # 0 fir die gegebenen Daten x = (x1,
., Ip) € R™ gebe es eine Zahl ke (T) mit den folgenden drei Eigenschaften:

Zu jedem T = (21,
(i) Fiir alle T, ke (T) gilt
f(z) — f()] . {le—i“ll |$n—fn\}

< Kral(T) max Yoy 2.6
F@ = e ] 20

(ii) Fir jedes € > 0 gibt es mindestens ein T mit

max{ ’wl _-i'1| |xn -i'n|} c
ST ET
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fiir welches in (2.6) das Gleichheitszeichen gilt.

(iii) Fir jede Folge % = (Z¥,...,2%), v=1,2,..., mit
lim Z7 = x; , i=1,...,n,
V—00
gilt
lim Kol (Z7, ..., Zh) = FKrel -
V—00

Dann ist Ky die relative Kondition von (P). Im Falle ke > 1 heifit (P) schlecht konditioniert
(beziiglich des relativen Fehlermafes), sonst gut konditioniert.

Bemerkung: Ist (P) schlecht konditioniert, so liegt eine unvermeidbare Fehlerverstirkung vor. Es
bewirken kleine Storungen der Daten grofie Storungen des Resultates.

Bemerkungen:
e Die Kondition ist abhéingig von der Aufgabenstellung (hier: Auswertung einer Funktion f) und den Daten
(hier: zo,...,zn).

e Lisst man Bedingung (ii) in Definition 2.7 weg, so erhélt man nur eine obere Schranke fiir die relative Kondition
Rrel-

Beispiel:
Der skalare Fall n =1
Sei f : R — R differenzierbar in z € R und f(z) # 0. Dann gilt fiir beliebiges Z € R, & # =,

S@) = f@] _, le=d
|f ()] " ||
mit
- @) = f@)] ||
S R T
Nach Definition der Ableitung gilt
|z

lim krer (£) = |f'(2)]

5w £ ()]

Wie ldsst sich dieses Resultat interpretieren?
Beispiel: Addition
Im Falle der Addition positiver Zahlen, also f(z1,z2) = 1 + 22 mit z1,x2 > 0, haben wir

[(z1 4+ x2) — (Z1 + Z2)|
|1 4 x2]

< ”rel(fl,fz)max{ |z1 — @1 |w2 — Zo| }

lzi] 7 e

mit frel(Z1,Z2) = 1 gezeigt. Im Falle z1 > Z1, 2 > T2 und |z1 — Z1|/|z1| = |z2 — Z2|/|2z2| gilt Gleichheit. Also ist

nach Definition 2.7 kel = krel(Z1,T2) = 1.

Beispiel: Subtraktion
Bei der Subtraktion haben wir f(x1,x2) = x1 — x2 mit x1, x9, 21 — x2 > 0. Wir haben gesehen, dafl

[(v1 — 22) — (T1 — T2) |z1 — &1| |22 — T2

|21 — 22|

< Krel(Z1, T2) maX{ } Vii, T2 € R (2.7)

21| 7 e
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mit

o x| +
Krel(T1, T2) = |x—5|

gilt. Analog zur Addition findet man fiir jedes ¢ > 0 gestorte Daten Z1, T3 mit |z; — Z1| < & und
|z1 — 1| < ¢ fiir welche in (2.7) Gleichheit gilt: Die Abschétzung ist fiir beliebig kleine Stérungen
scharf. Damit ist nach Definition 2.7

=] + [yl

Krel = Krel(Z1,T2) = Ty

Fiir z =~ y, ist die Subtraktion schlecht konditioniert, sonst aber gut konditioniert (Datenabhéingig-
keit!).

Beispiel: Multiplikation

Im Falle der Multiplikation, also f(x1,x2) = x122 mit x1,x2 # 0, haben wir

|CE’1$2 — i’1§,’2| \xl — J~31| |£Cz — .%2‘

Y Y

< Krel(Z1, T2) max {
|z122]

} Vi, %2 €R

mit

Krel(Z1,Z2) = 2+ max{

|z — [ |y — 4l }
lz|  Jyl
erhalten. Auch diese Abschiitzung ist fiir beliebig kleine Storungen scharf. Weiter folgt aus 7 — x1 und z5 — x2 fiir

v — oo sofort

. ~U ~U
lim Krel(Z7,%5) = 2 = Krel -

v—00

Beispiel: Division
Auf die Division, also f(z1,z2) = ;—; mit z1, z2 # 0, ist Definition 2.7 nicht anwendbar (warum nicht?), sondern muf}
leicht modifiziert werden (wie?). Fiir Z2 # 0 erhélt man

|z2|[21]

K/rel(fil,jQ) =1+ _)2:/€rel .

|1 ][22

Beispiel: Polynomauswertung

Wir betrachten unser Modellproblem (2.1), die Auswertung von
f(x,y) = z® — 6x2y + 12wy2 — 8y3 = (x — 2y)3

in z = 10 000 000, y = 4 999 999. Da wir den Zwischenwertsatz der Differentialrechnung noch nicht
kennen, miissen wir etwas rechnen. Es gilt zunéchst

(z—29)P° —(E—-29)° = (-2 - -2+ @ —2-27—-y))*
=  Blx-2)P@E-z—-20-vy)
—=3(x = 2y) (& — . — 2(§ — y))?
—(z—2—2(5—y))*
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Einsetzen liefert

|(z —2y)° — (& — 27)°|

Gz = 2y} o Tl
mit
5 ) — Blabiolyl (] o 3(el+2y)? o=l y—g| | | (al+21y)’ o= ly—g/? o~ Jy—
rel(%, ) = T3] (H S ma { M A o G mas { LA IR ) ma {5

Auch diese Abschitzung ist scharf fiir beliebig kleine Storungen und es gilt

. . 3lx| +6
lim K (Z,9) = M =

T—x,y—y |$ — 2y’ el -

Einsetzen von & = 10 000 000 und y = 4 999 999 liefert

30 000 000 + 29 999 994

5 =29999 997 ~ 3-107 > 1.

Rrel =
Unsere scheinbar harmlose Polynomauswertung ist also ziemlich schlecht konditioniert!

2.2.2 Absolute Kondition

Es mag unter gewissen Umstédnden sinnvoll sein, sich fiir die Auswirkungen des absoluten Fehlers
in den Daten auf den absoluten Fehler des Funktionswertes zu interessieren. Aufschlufl dariiber
gibt die absolute Kondition, die wir in vollstindiger Analogie zur relativen Kondition definieren
(vgl. Definition 2.7).

Definition 2.8 Zu jedem & = (Z1,...,%,) € R™ gebe es eine Zahl kans(Z) mit den folgenden drei
FEigenschaften:
(i) Fiir alle T, Kaps(T) gilt

[f (@) = ()] < Raps () max {[er — 2, [0 — Zal} - (2.8)
(i) Fir jedes € > 0 gibt es mindestens ein T mit
max {|z1 — Z1|,..., |xn — Tpnl} < e,

fiir welches in (2.8) das Gleichheitszeichen gilt.
(i1i) Fiir jede Folge ¥ = (ZY,...,2%), v =1,2,..., mit

rrn

lim z} = x; , i=1,...,n,
V—00
gilt
: ~V ~V
lHm Kaps(ZY, ..., T0) = Kabs -
V—00

Dann ist Kaps die absolute Kondition von (P).

Es gibt Probleme, deren relative Kondition schlecht, deren absolute Kondition aber gut ist und
umgekehrt!

Zusammen mit einer Konditionszahl sollte man also immer angeben, auf welches Fehlermaf (relativ
oder absolut) sich diese bezieht!
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Beispiel: Der skalare Fall n =1
Sei f : R — R differenzierbar in z € R. Dann gilt fiir beliebiges & € R, & # z,
|f(2) = F(@)] = Kans(Z) |o — &
mit
Kabs(f) — |f($) _ {($)| .
|z — |
Nach Definition der Ableitung gilt

B b (2) = | (@)] = Fabe.

Wie ldsst sich dieses Resultat interpretieren?

Beispiel: Multiplikation
Es gilt

[z -y — - §| < Raps () max{le — Z[, [y — g}
mit Kaps(Z) = |z| + |Z|. Offenbar konvergiert
lim Kaps () = 2|z = Kabs

und damit ist Kabs = 2|x| > Kre = 2, falls |z| > 1.

2.3 Stabilitat

In diesem Abschnitt wollen wir endlich kliren, was bei unserem Modellproblem (2.1) schiefgegangen
ist. Zunichst kommen wir dazu wieder auf die Elementaroperationen zuriick.

N
I Q
NN

7
// 7/
D

7/
7/

7
Y.

20
i

7

7

urspriingliche Ungenauigkeit,
z.B. Eingabefehler

Ungenauigkeit der numerischen
Realisierung von f

Abbildung 2: Wihrend die Kondition die unvermeidbare Verstrkung der Ungenauigkeit durch die Abbildung f
misst, bezieht sich der Stabilitdtsbegriff auf die zusétzliche Ungenauigkeit durch die numerische Realisierung von f.

Nach Durchfiihrung jeder Elementaroperationen mufl das Ergebnis wieder gerundet werden. An-
stelle von x + y erhilt man also beispielsweise rd(Z + §) mit & = rd(z), £ = rd(z). Zu dem
(verstiarkten) Eingangsfehler kommt also nach Durchfithrung einer Elementaroperation noch ein
zusdtzlicher Rundungsfehler!

Die Auswertung eines Polynoms erfordert die geschachtelte Auswertung von Elementaroperatione-
nen. In jedem Schritt wird dabei der Eingangsfehler verstérkt und es tritt ein neuer Rundungsfehler
hinzu. Diese zusétzlichen Fehler haben wir bei der Konditionsanalyse nicht betrachtet.
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Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, ein und dasselbe Polynom in Elementaroperationen zu zerlegen,
beispielsweise

f(z,y) = 2® — 622y + 1223 — 8y° = (z — 2y)°.

Je nachdem, welche Elementaroperationen vorkommen und in welcher Reihenfolge sie vorkommen,
konnen sich all die im Laufe der Rechnung auftretenden, zusétzlichen Rundungsfehler mehr oder
weniger stark aufschaukeln. Je weniger, desto stabiler ist der entsprechende Algorithmus. Wir wollen
diesen Sachverhalt an zwei Beispielen studieren.

Beispiel: Assoziativgesetz

Wir gehen von ¢ = 4 giiltigen Stellen im Dezimalsystem g = 10 aus. Ziel ist die Auswertung von
flzyy,2) =x(y—2) =2y — 2z x = 1111, y = 1234, z = 1233.

Die Kondition des Problems ist
ly| + ||

Rrel = 1+
ly — 2|

— 2468,

also ziemlich schlecht. Offenbar ist aber rd(z) = z, rd(y) = y und rd(z) = z. Es treten also
keine Eingangsfehler auf, die unvermeidlicherweise durch die schlechte Kondition verstéirkt werden
konnten.

Der erste Algorithmus beruht auf der Auswertung von z(y — z). Wir erhalten

rd(rd(y) —rd(z)) =rd(y — z) = rd(1234 — 1233) = rd(1) =y — 2
rd(rd(z) - rd(rd(y) — rd(z))) = rd(1111 - 1) = rd(1111) = 1111

und damit die exakte Losung!
Der zweite Algorithmus beruht auf der Auswertung von zy — xy. Wir erhalten

rd(rd(x) - rd(y)) = rd(z - y) = rd(1111 - 1234) = rd(1370974) = 1371000
rd(rd(z) -rd(z)) = rd(z - y) = rd(1111 - 1233) = rd(1369863) = 1370000
rd(rd(z) - rd(y) — rd(z) - rd(z))) = rd(1371000 — 1370000) = rd(1000) = 1000

und damit ein ziemlich falsches Ergebnis!

Beispiel: Polynomauswertung

Wir betrachten wieder unser Modellproblem (2.1), also die Auswertung von
flz,y) = a° — 62y + 120y° — 8y® = (z — 2y)°

in z = 10 000 000, y = 4 999 999. Wie wir schon wissen ist die relative Kondition dieses Problems ke ~ 3 - 107.
Andererseits werden die Daten = = 10 000 000 und y = 4 999 999 exakt im Rechner dargestellt. Es treten also
keine Eingangsfehler auf. Dennoch lieferte die Auswertung von f(z,y) = «® — 62y + 12zy* — 8y° ein vollig falsches
Ergebnis, im Gegensatz zur Auswertung derFormulierung f(z,3) = (z — 2y)3. Um diesen Sachverhalt zu kliren,
wollen wir nun eine Stabilititsanalyse der beiden entsprechenden Algorithmen durchfithren. Dazu werden wir, genau
wie der Rechner, die Auswertung jeweils in eine Folge von Elementaroperationen zerlegen und in jedem Schritt {iber
Verstarkung der Eingangsfehler und zusétzliche Rundungsfehler Buch fithren. Um dieses etwas miihselige Geschéft
zu vereinfachen, sind wir mit einer ndherungsweisen Betrachtung zufrieden und vernachlissigen dazu angesichts von
eps® ~ 10732 <« eps ~ 107! alle Terme, die eps? enthalten (schreiben aber trotzdem “=” oder “<”).

1. Moglichkeit: Auswertung von f(z,y) = (x® 4+ 12zy?) — (62%y + 8y*) (Algorithmus 2.2)
Eingangsfehler:

|z — Z| ly — 9l
|y]

< eps,
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Auswertung von z?:

Rundung:
|z x—~rd~(:c )| < eps
|z - 2|
Also insgesamt
cr—rd(F -7
o2 =rd@ D) _ o0t onsl®l _geps.
|| |z

Um die Sache etwas abzukiirzen, setzen wir

h@)y=2  fi(@) =rd(@-rd(E - ©)).
Analog zum obigen Vorgehen folgt

|f1(z) — [ (2)]
| f1(2)]

Genauso verfahren wir mit den anderen Produkten und erhalten

< Teps.

folw,y) = 12092, fo(@,7) = rd(12- 7 - 7d(5 - ), 2EDRED < qeps,

falw,y) =62y, fa(3,9) =rd(6 - §-rd(i- 7)), LELEIEE < Teps,

o) =8, Fal@) =rd(8- g rd(g-5), LSO < 7epg,

Nun kommt die Addition positiver Zahlen

fs(x,y) = fu(@) + fa(z,y),  f5(&,9) = rd(f1(@) + (f2(2, 7).

Bekanntlich werden dabei Eingangsfehler nicht verstérkt, es kommt nur ein Rundungsfehler hinzu. Insgesamt ist also

\f5(m,y) — f5(ivg)|
| f5(z, y)

< Teps + eps = 8eps.

Analog folgt

folan) = Fow) + o). Fo(@. ) = rd(o(@.5) + Fu(@), LB ZIED)

< 8eps.

Schliellich kommt die Subtraktion, also

f(mvy) = f5(x,y) - fﬁ(xvy), f(-%ag) = Td(f5(i7g) - f6(£>g))

Aus der bekannten Abschitzung der Fehlerverstirkung bei der Subtraktion positiver Zahlem erhalten wir

/(2 y) = F@ 9| _ gIfs(@9)l + |fo(z,y)]
|f(z, )] - |f(z,y)]

Das ergibt also insgesamt den Verstarkungsfaktor

gz’ 12297 + 627y + 8y°|
|z — 2y3

+ eps = ( + 1) eps.

3 2 2 3
12
glr” + 122y |+ 1607y +8YT| Ly gt s e
|lz — 2y[3
Dementsprechend miissen wir im Ergebnis mit einem relativen Fehler der Groflenordnung
10*'eps ~ 10** - 10716 = 10°

rechnen. Also kénnen die ersten 6 Stellen unbrauchbar sein. Genau das ist passiert.
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2. Moglichkeit: Auswertung von f(x,y) = (x — 2y)* (Algorithmus 2.3).
Wir beginnen mit

filey) =z -2y, fi(@ ) =rdfi(z9).
Unsere Fehlerverstiarkungsformel fiir die Subtraktion liefert

(@) ~ (@ 3)| _ |al + 2yl
@yl -2y

eps + eps.

Nun kommt die erste Multiplikation, also

fg(l‘,y) :fl(wvy)Zv fg(f,jj) :Td(f1(i‘,g)2),

Wir erhalten

o, y) = Pl 3)| _ lel + 21yl

< eps + eps.
|f2(2, ) |z — 2yl

Zum Abschluf} die zweite Multiplikation

fe,y) = fila,y) - folz,y),  f(&,9) = rd(fi(%,9) - f2(2,7)).
Der gesamte Fehler geniigt also der Abschitzung
— f(&,7 2 2
100 =TI g (1oAY e — (3 altE20)
|f (@, ) |z — 2y |z — 2y
Wir erhalten also den Verstirkungsfaktor

|z + 2ly]

|$ 2] ~10° ~ Krel-

3+4

Um unsere Stabilitdtsanalyse numerisch zu illustrieren, betrachten wir eine leichte Modifikation des MATLAB—Programms
in Algorithmus 2.2, ndmlich

x = 1000 0000;
y = 499 9999;
a = x"3 + 12xxxy~2
b = 8%y~3 + 6%x"2xy

sprintf (‘Y% 20.1f’,a)
sprintf (‘Y% 20.1f’,b)

f=a-b>b
Das Ergebnis ist

a:
3.9999900000120e+21

3.9999900000120e+21

ans =
3.9999900000120258560.0

ans =
3.9999900000119734272.0

524388

MATLAB liefert mit den obigen Werten a,b gerade die Rundung der exakten Werte a,b auf 16 Stellen genau
(Nacprechnen mit Bleistift und Papier)! Intern werden jedoch 20 Stellen verwendet, wie die zweite Ausgabe von a
und b in einem anderen Format zeigt. Bei der Subtraktion von a — b tritt Ausldschung auf. Der Verstarkungsfaktor
ist

a+b _ 810"
la—b] ~ 2

21
Krel = ~ 10°".
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Hier findet sich also unsere oben ermittelte Fehlerverstarkung wieder. Die Tatsache, dafl 524388 gerade eine Zweier-

potenz ist, deutet darauf hin, dafl die ausgeldschten Ziffern intern mit Einsen (im Dualsystem) aufgefiillt werden.

Unsere Stabilitdtsanalyse kann man zu einer formalen Definition und einer darauf griindenden
Theorie ausbauen (vgl. z.B. Deuflhard und Hohmann [1]). Das wollen wir an dieser Stelle nicht
tun. Daher beschrinken wir uns auf eine verbale Beschreibung des Stabilitéitsbegriffs.

Definition 2.9 Ein Algorithmus f(Z1,...,&,) zur Losung von (P) heifit stabil, falls die zusitzli-
chen Rundungsfehler nach jeder Elementaroperation nur zu einer leichten zusatzlichen Verstdrkung
der Eingangsfehler fiihren.

Abbildung 3: Geschachtelte Auswertung: Selbst bei fehlerfreier Eingabe x schaukeln sich Instabilititen auf, noch
verstrkt durch unvermeidbare Fehlerverstarkungen. Vgl. Abb. 4.

Abbildung 4: Geschachtelte Auswertung: Im stabilen Fall kommt es nur zu einer leichten Fehlerverstrkung durch

die Realisierung. Damit ist die gesamte Fehlerverstrkung gering, wenn das Problem gut konditioniert ist. Vgl. Abb.
3.

Bemerkungen:
e Stabilitéit ist eine Eigenschaft des Algorithmus und nicht des zu lésenden Problems.

e Ist das zu l6senden Problem schlecht konditioniert (unvermeidbare Fehlerverstirkung), so ist
die Verwendung eines stabilen Verfahrens unabdingbar.

e Im Sinne von Definition 2.9 ist Algorithmus 2.3 stabil und Algorithmus 2.2 instabil. Zwecks
stabiler Formulierung von Funktionsauswertungen sollte man folgende Faustregeln beherzi-
gen.

— Vermeide unnétige Ausléschung!

— Unvermeidliche Ausléschung an den Anfang des Algorithmus.
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2.4 3—Term—Rekursion

Schlechte Kondition tritt nicht nur in Zusammenhang mit Ausléschung auf. Als Beispiel betrachten
die folgende Aufgabe:
Finde das Folgenglied x5 der Folge x, k = 0,1, ... mit den Eigenschaften

ro=1, 1 =v2-1 (a)
(2.9) Tpp1 + 20 — 21 =0, k=1,2,... (b)

(2.9) heiit Anfangswertproblem fiir die homogene Differenzengleichung 2—ter Ordnung (2.9b), kurz
3—Term—Rekursion.

Bemerkung: x; beschreibt z.B. die zeitliche Entwicklung einer Population.
Bemerkung: Problem (2.9) hat eine eindeutig bestimmte Losung.

Es liegt nahe, ausgehend von den Anfangswerten, die Folgenglieder x1 mittels der Differenzen-
gleichung (2.9b) aus x; und x;_; zu bestimmen. Diese Idee fiithrt sofort auf

Algorithmus 2.10 (Rekursion)

function []=rekursioni

a = 2;
b =-1;
x0 = 1;

x1 = sqrt(2) - 1;

x(1) = x0;

x(2) = x1;

K(1) = 0;

K(2) = 1;

for k = 2:50
x(k+1) = - a*x(k) - b*x(k-1);
K(k+1) = k;

end

disp ’Rekursion liefert:’
x_50 = x(51)
plot(K,x,’-1r’);
axis([0,50,-10,10]);

Das Ergebnis ist

x_b0=
-4.704832528316996e+02
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und folgende Grafik, welche x; iiber £ = 0, ..., 50 zeigt.

10

-10 1 1 1 1 1 1 | | |
0

k

Nach unseren Erfahrungen mit der Polynomauswertung sind wir miffitrauisch geworden und wollen
das Problem genauer analysieren. Etwas allgemeiner betrachten wir die Differenzengleichung

Tk41 + axp +brp_1 =0 (2.10)

fiir gegebene Koeflizienten a,b € IR und Anfangswerte xg,z1 € RR.

Satz 2.11 Seien A1, Ao Nullstellen des charakteristischen Polynoms

M +al+b=0
und «a, 8 Losung von

a+pf=umx
a1+ B = x1 .

Dann gilt:

zp = oy + B .

Beweis:

Vollstandige Induktion:
Die Fille k = 0,1 sind klar. Die Behauptung gelte nun fiir £,k — 1 mit k£ > 1. Dann folgt

AL BAETL G (aAF 4 BAE) + b+ pAETh

=a T N+ al +0) + BTN+ ad +b) =0
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|
Wir wollen Satz 2.11 auf unser Beispiel anwenden. Das zugehorige charakteristische Polynom

MN422x-1=0
hat die Nullstellen \; = v/2 — 1, Ay = V2 + 1. Die Koeffizienten oo = 1, 8 = 0 erhélt man aus

a+pf=1
a4+ B =vV2-1.

Die Losung ist also

=M >0, k=0,1,... .

Allgemeiner liefert Satz 2.11 folgenden Algorithmus:

Algorithmus 2.12 (Geschlossene Losung)

function []=rekursion2

a = 2;

b =-1;

x0 = 1;

x1 = sqrt(2) - 1;

lambdal = -a/2 + sqrt(a”2/4-b);
lambda2 = -a/2 - sqrt(a”2/4-b);

format long e

beta = (x1 - lambdal*x0)/(lambda2 - lambdal)
alpha = 1 - beta

for k = 1:51

y(k) = alphaxlambdal” (k-1)+beta*xlambda2”(k-1);
K(k) = k-1;

end

disp ’geschlossene Loesung liefert:’
x_50 = y(k)

plot(X,y,’-g’);
axis([0,50,-1,1]);

Das Ergebnis ist

x_b0=
7.264667356934908e-20

Das starke Abklingen der Folge zj, zeigt auch die folgende Abbildung
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k
Mit Blick auf die geschlossene Losung aus Satz 2.11 und das entsprechende Ergebnis von Algorith-
mus 2.12 erweist sich das Resultat von Algorithmus 2.10 als vollig falsch!
Um zu verstehen wie das passieren konnte, untersuchen wir zunéichst die Kondition unseres Pro-
blems (2.9). Offenbar wird durch f(xg,z1) := 50 eine Abbildung f : R?> — R definiert. Entspre-
chend Definition 2.7 berechnen wir die Losung Z50 = f(Zo,Z1) zu den gestorten Anfangsdaten

To=14¢p, T ( +51)/\1

mit relativem Fehler g, 1 < eps. Wir erhalten die gestorten Koeffizienten

A A ~
64:14-60(14—21)—6121, 0= (51—60)

und schlieflich die gestorte Losung

A A A
T = <1+€0 <1+21> - 11>)\ 21(51—60))\/12C

il _[(0(14%) e ) M-

|| A

A k
< (1 + A+ N (;) ) max{al,ag}
1

> 1 wichst der Verstdrkungsfaktor mit wachsendem k exponentiell an! Fiir

Offenbar gilt

V2+1
V2-1
k = 50 gilt insbesondere

_ A\
W < (1 +A+ XM <Af> ) max{ey, ea}.

Die Kondition von unserer 3—Term—Rekursion ist daher

Wegen —f =

)\ 50
mrel_1+)\1+)\1<)\> ~ 1.8-10%,
1
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also unglaublich schlecht! Der Grund liegt im parasitiren Losungszweig )\’2“, der exponentiell wachst,
wahrend die Losung exponentiell fallt.

Stabilitdt: Wir wollen kurz die Stabilitat der beiden Algorithmen diskutieren ohne allerdings eine detaillierte Sta-
bilitétsanalyse wie in Abschnitt 2.3 vorzunehmen.

Algorithmus 2.10 beruht auf der sukzessiven Berechnung der zj. Ausgehend von gestérten Eingangsdaten Zo, Z1
kommt dabei in jedem Schritt von k auf k + 1 ein neuer Rundungsfehler hinzu. Man kann nun zj_1, xx als Startwert
fiir die restlichen 50 — k Schritte auffassen. Dann wird klar, dafl jeder zusdtzliche Rundungsfehler einen zusdtzlichen
Beitrag der parasitiren Losung A\3°~* bewirkt. Es kommt zu einer lawinenartigen Verstirkung der Rundungsfehler
durch A3°7% > 1! Algorithmus 2.10 ist instabil! Dieser Sachverhalt ist in der folgenden Abbildung illustriert. Trotz
exakter Anfangsdaten fithren Storungen von € = 0.01 jeweils ab k£ = 2,3 und 4 schnell zu falschen Ergebnissen. Im
realistischen Fall von € & 1071 tritt dieser Effekt nur spéter ein.

12 T

exakt
o gestoert ab k=2
1 -G - gestoertab k=3 |
- o- gestoert ab k=4

0.8

Tk oaf

Bei Algorithmus 2.12 ist die Berechnung von A% der kritische Punkt! Hier kénnte sich aus 50-facher Multiplikation
der Verstiarkungsfaktor 2°° entwickeln (Die Kondition einer Multiplikation ist 2!). Die Auswertung von Potenzen
erfolgt im Rechner allerdings in erheblich geschickterer Weise iiber die Exponentialfunktion e®. Hier liegt letztlich
der Grund fiir die Stabilitdt von Algorithmus 2.12.

Ein wesentlicher Nachteil von Algorithmus 2.12 ist, dafl seine Anwendungsmoglichkeit auf konstante
Koeffizienten a, b beschrankt ist. Im Falle

Tpy1 + apxp + bg_175-1 =0

gilt ndmlich Satz 2.11 nicht mehr.

Ein Ausweg besteht in der niherungsweisen Losung von Problem (2.9): Anstatt zu versuchen, die
Folgenglieder zo, ..., x50 exakt zu berechnen, konstruieren wir fiir jedes k = 1, ..., 50 eine Naherung
n)

x,(f ,n =0,.. mit der Eigenschaft

2" .

L k n—oo.

Wir haben schon gesehen, dafl die numerische Anwendung mathematisch exakter Verfahren auch
nur (rundungs-) fehlerbehaftete Losungen liefert. Daher ist es durchaus kein Nachteil, wenn ein
Niherungsverfahren (beliebig genaue) Approximation liefert.
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Zur Konstruktion eines stabilen (!) Ndherungsverfahrens fiir (2.9) betrachten wir die zugehdrige
Riickwartsrekursion
Yk—1 :2yk+yk+l ) k:n+1771

fiir die Anfangswerte y,+1 = 1, yn+2 = 0. Nach Satz 2.11 ist die Losung gegeben durch
Yk = a/\l_(n_k+2) + ﬁ)\;(n_kH) , k=mn,..0.
Dabei sind A\; = v2 —1, Ay = v/2+ 1 nach wie vor die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
N422—-1=0,
denn )\1_1, Ay ! sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
ur—2u—1=0
der Riickwértsiteration. Die Koeffizienten «, 8 erhédlt man nun aus

a+p3=0
At BN =1

Im Vergleich mit der Vorwartsiteration dreht sich das Wachstum der zu Ay bzw. Ay gehérenden
Beitrége zur Losung um. So gilt insbesondere

yp = o] TR LS (R o AT k= 0,50 ,

falls n > 50, denn es ist ja )\1_1 >1, Ay 1 < 1. Daher ist fiir geniigend grofie n

. A—(n—k+2)
M= B Nk g . k=0,..,50. (2.11)

Yo 05)\1_ (n+2)

Beachte, dafl o # 0 vorliegt!

Beobachtung (2.11) ist die Grundlage unseres Naherungsverfahrens.

Algorithmus 2.13 (Miller 1952)

Initialisierung: Wiéhle n > 50 geniigend grof3.

Riickwéartsiteration: Yk = 2Yk+1 + Yk+2, kE=mn,..,0, yYpnt1 =1, yYny2=0.
: . (n) _ yx _

Normierung;: T = k=0,...,50.

Bei Wahl von n = 100 liefert ein entsprechendes MATLAB-Programm das Ergebnis

x_ 50 =
7.264667356934824e-20

Das ist bis auf 13 Stellen genau das Ergebnis von Algorithmus 2.12.

Wir wollen dieses ermutigende Resultat theoretisch absichern.

Satz 2.14 Flir die in (2.11) berechneten Niherungen gilt

lim x,(cn) =, k=0,..,50.

n—oo
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Beweis:
Wegen « # 0 haben wir
n+2
e e ko Byk (AL
OU\l( k+2) +5>\2( k+2) B AT+ 2 A3 (A;)

Ye _ =
i a)\l—(n+2) +5>\2—(n+2) 1 N g (% n+2
Offenbar ist fiir jedes feste k = 0, ..., 50
, A\
Jmos(3) =
und es folgt die Behauptung. |

Der Miller—Algorithmus 148t sich auf Differenzengleichungen mit variablen Koeffizienten verallge-
meinern, wird dann allerdings etwas aufwendiger. Fiir Einzelheiten verweisen wir auf das Kapitel 6
im Lehrbuch von Deuflhard und Hohmann [1].

Wir fassen zusammen:
e Der naive Algorithmus 2.10 ist instabil und scheidet aus.

e Algorithmus 2.12, also die Auswertung der geschlossenen Losung aus Satz 2.11 ist stabil, aber
nur auf konstante Koeffizienten ay, b anwendbar.

e Algorithmus 2.13 ist stabil und verallgemeinerbar, aber aufwendiger als Algorithmus 2.12.

Die Frage nach dem besten Algorithmus dhnelt der Frage nach dem besten Golfschliager (traditio-
neller Studentensport): Die Antwort ist sehr problemabhéngig.

In unserem Fall gewinnt Algorithmus 2.12. Bei variablen Koeffizienten scheidet er gleich aus. Bei
gut konditionierten Problemen (auch die gibt es!) wird man Algorithmus 2.10 nehmen. Fiir schlech-
te Kondition und variable Koeffizienten bleibt Algorithmus 2.13.

Matrixdarstellung der 3-Term-Rekursion: Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir unseren zentralen Satz
2.11 noch in einen allgemeineren Zusammenhang stellen, der in den Vorlesungen Lineare Algebra II und Computer-
orientierte Mathematik I wieder auftauchen wird.

Wir konnen offenbar die 3—Term—Rekursion

Trt1 +axrk +brr—1 =0 (2.12)
auch in folgender Form schreiben
Th+1 = —aTk — bTk—1
e = lag .

Zur Abkiirzung fithren wir die Bezeichnungen

Uk+1 = (x;:1> Vektor

ein.

Wir definieren das Matrix—Vektor—Produkt

A — —a —b Tk Def [ —axr — brrp_1
k= 1 0 zko1)  \l-zk+0 251
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gerade so, dafl ugr1 = Auk gilt.

Weiter definieren wir

A <”1) — <M1) VAER .
V2 )\1}2

Es folgt

A(Mv) = NAv VAeR.

Eine Zahl X heifit Eigenwert von A zum Eigenvektor v = <Zl) von A falls
2

Av=)Mv .

Beobachtung: In diesem Fall ist

up = aXfv Va € R

Losung der 3-Term—Rekursion (2.12), denn

Auy, = A(aX0) = aX Av = aX o = up gy

Die Nullstellen A1, A2 des charakteristischen Polynoms

AN4+ar+b=0

aus Satz 2.11 sind gerade die Eigenwerte von A. .

Beispiel:
-2 1
a=2 b=-1 A= ( ) 0)
M =v2-1
. 1
e (1 + ﬂ)
o = (2 IV V2-1 e
b 1 “\vz-np(ve+n) T
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3 Komplexitit und Effizienz
3.1 Sortieralgorithmen
Wir betrachten folgendes Sortierproblem.
Gegeben seien
21,22,y 2n € R .
Das Problem lautet: Finde eine Permutation 71, ..., g, so daf3
Zry L Zpy S K 2,

Definition 3.1 Fine Permutation (Vertauschung) von {1,...,n} ist eine bijektive Abbildung von
{1,...,n} auf sich. Wir schreiben w(k) =m, k=1,...,n.

Bemerkung: Die Zahlen z1, ..., z, sollen also der Grofle nach sortiert werden. Dieses Problem ist
16sbar. Die Losung ist nicht eindeutig bestimmt.

Algorithmus 3.2 (Ausprobieren)
Probiere so lange alle moglichen Permutationen durch, bis die gewiinschte Eigenschaft vorliegt.

Dieser Algorithmus macht keinen sonderlich durchdachten Eindruck.

Satz 3.3 Es gibt n! =1-2-3-...-n Permutationen von {1,...,n}.

Beweis:

Vollstindige Induktion. |

Bemerkung: Bei Anwendung von Algorithmus 3.2 miissen wir im schlimmsten Fall
(n — 1)n! Vergleiche

durchfithren. Achtung: Es ist z. B. 221=1124000727777607680000 ~ 102*.

Der folgende Algorithmus nutzt die transitive Struktur
r<yundy<z=>zx<z
der Ordnungsrelation ,,<“ aus.
Algorithmus 3.4 (bubblesort)
0: Setze k:=n und S, = {21, ..., 2n}
Setze 2, = max.Sj,

1
2: Setze Si—1 := Sk \ {2z, } und k:=k — 1
3 Falls £ > 0, gehe nach 1.
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Beispiel:

S3={4,1,2} , k=3

Zmy = max Sz = max{4,1,2} =4
S2 =53\ {4} ={1,2}, k=2

Zr, = max Sy = max{l,2} =2
S1=8\{2} ={1}, k=1

Zr, = max . S1 = max{l} =1

Das dazugehorige MATLAB-Programm heifit bubblesort.m.
function Sz = bubblesort(Uz)

z = Uz;

n = length(Uz);
for k = n:(-1):2
for i = 2:k

if ( z(i-1) > z(@) )
x = z(i-1);
z(i-1) = z(i);
z(i) = x;

end

end

end

bubblesort.m kann von z.B. von dem folgenden Programm sortlab.m aufgerufen werden.
function [] = sortlab(n)
Uz = rand(n,1);
tic;
z = bubblesort(Uz);
disp ’bubblesort: ’;
toc

N = 1:n;
plot(N,z,’-r’,N,Uz,’-g’);

Wir wollen den Aufwand von Algorithmus 3.4 untersuchen. Dabei wollen wir uns auf das asympto-
tische Verhalten des Aufwands fiir grofle n beschrénken. Daher die folgende

Definition 3.5 Wir schreiben

falls ng € N und c € IR existieren, so dajs
f(n) <cg(n) Vn > ng .
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Bemerkung: Gilt f(n) = O(g(n)), so wichst also f mit wachsendem n nicht schneller als g.

Achtung: O(f(n)) = g(n) ist sinnlos!

Beispiel:

sin(n) = O(1)
2?4224+ 1 —cosz = O(x?) .

Definition 3.6 Der Aufwand eines Algorithmus ist die kleinste obere Schranke fiir das Aufwands-
maf.

Bei der Wahl des Aufwandsmafles ignorieren wir den Speicherbedarf und beriicksichtigen nur die
Rechenzeit. Am aufwendigsten sind die Vergleiche, also wihlen wir

Aufwandsmafl = Anzahl der Vergleiche

Zur Bestimmung des Aufwandes von bubblesort.m haben wir also die Vergleiche zu zéhlen:

k — Schleife :  wird n — 1 mal durchlaufen

n n—1 k(k . 1)
Aufwand pro Durchlauf : Z(k —-1)= k= — = O(k?)
k=2 k=1

Das ist eine dramatische Reduktion verglichen mit dem exponentiellen Aufwand von Algorithmus
3.2. Aber es geht noch besser. Eine tiefergehende Struktureigenschaft steckt in folgendem Lemma.

Lemma 3.7 Gegeben seien die beiden sortierten Mengen
Sr={z1<z2 < Zant,  Sy={m << <ynl

Dann lafst sich die Menge S = Sx U Sy mit linearem Aufwand, also mit O(n + m) Vergleichen
sortieren.

Wir fithren einen konstruktiven Beweis, indem wir einen entsprechenden Algorithmus angeben.

Algorithmus 3.8 (merge)

1. Eingabe:

2. Initialisierung:
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3. Einordnen: Falls x; < y;

x) vor y; einordnen.

Falls £k < n

sonst stop.

sonst

Falls j < m

k=k+1

j=j+1

sonst Tg, Te41, .-, Tn

hinter y,, einordnen und stop.

4. Gehe nach 3.

Beispiel:

z={1, 3, 6}
y={1, 2, 4, 6, 8, 10}

k=1, 757:=1 1<1:
3>1:
3>2:
3<4:
6>4:
6<6:

1 vor 1 einordnen, k := 2

7i=2
j=3
3 vor 4 einordnen, k:=3
j:=4

6 vor 6 einordnen, stop

Lemma 3.9 Algorithmus 3.8 bendtigt maximal n +m — 1 Vergleiche.

Beweis:

Wir betrachten zunéchst den Fall z, < ym,. Es sei v, die Anzahl der bendttigten Vergleiche. Wir zeigen durch
vollstdndige Induktion iiber n, dafl dann z, direkt vor y,, —n+1 eingeordnet wird. Der Fall n = 1 ist klar, denn
nach v; Vergleichen ist z1 gerade vor y,, eingeordnet. Die Behauptung sei fiir n richtig. Wird z,41 nach weite-
ren s Vergleichen eingeordnet, ist die Gesamtanzahl der Vergleiche also vn,41 = v, + s, so liegt x,4+1 direkt vor

Yop—n+l+s—1 = Yu, g —(n+1)+1-

Wir wissen nun, daf bei v, Vergleichen x, vor y.,, —n+1 < ym eingeordnet wird. Es muf} also insbesondere

vp—n+1<m

sein. Das ist gerade die Behauptung.

Gilt nun xx, < ym fiir ein ko mit 1 < kg < n, so kann man analog mit kg anstelle von n schlielen. In diesem Fall
kommt man also mit kg +m — 1 < n + m — 1 Vergleichen aus. Ist ¥y, < z1, so reichen m Vergleiche. |

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, dafl

n=2m
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gilt. Die folgenden Uberlegungen lassen sich jedoch auch auf beliebige n € N iibertragen.
Wir zerlegen nun unser grofies Problem in viele kleine Probleme (divide and conquer).

Algorithmus 3.10 (mergesort)

1. Ist n =1, so gibt es nichts zu sortieren.
Andernfalls sortiere 21, ..., 2,/ Und 2(y/2)41; -+, 2n  (mit Algorithmus 3.10).

2. Verschmelze (merge) die sortierten Teilmengen zur sortierten Gesamtmenge.
Die entsprechende MATLAB—Funktion mergesort.m sieht wie folgt aus.

function Sz = mergesort (Uz)

z = Uz;

n = length(z);
if (n == 1) Sz = z;
else
m = fix(n/2);
x(1:m) = z(1:m);
y(1:n-m) = z(m+1:n);

Sx = mergesort(x);

Sy = mergesort(y);
Sz = merge(Sx,Sy);
end
Bemerkung:

Beachte, dafl mergesort sich selbst aufruft. Man spricht von einem rekursiven Programm. Im allge-
meinen ist die Frage, ob ein rekursives Programm terminiert, hochst kompliziert. Im vorliegenden
Fall ist die Sache klar: Nach m Reduktionsschritten ist man bei der Lange n = 1 angelangt und
beginnt mit dem Verschmelzen.

Die Aufwandsanalyse ist diesmal etwas komplizierter. Der Aufwand fiir n; = 2* Elemente sei A
Mit Blick auf n = n,, = 2" wollen wir also eine obere Schranke A,, fiir A}, berechnen.

Wegen der Abfrage n == 1 ist
Ag=1.

Fiir £ > 0 gilt

Aj; =2 Aufwand fiir mergesort fiir ng_; = 2F~1Elemente

+ Aufwand fiir merge fiir n = m = n;_1Elemente

<245 4 +2F.

Wir erhalten also die inhomogene Differenzengleichung
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Ay =241 +2F k>1 (3.1)

mit dem Anfangswert
Ag=1

zur Berechnung der gesuchten oberen Schranke A,, (warum?).
Zur Losung des obigen Anfangswertproblems betrachten wir, wie schon im ersten Kapitel, zunéchst
das charakteristische Polynom

A—2=0.

Offenbar ist Ay, = ¢ 2* fiir jedes ¢ € R eine Losung der homogenen Differenzengleichung
Ay =244, k> 1.

Fiir das vorliegende inhomogene Problem machen wir den Ansatz

A = 2", k>0,

und versuchen die Folge ¢ so anzupassen, dafl Ap = 1 und (3.1) gelten (Variation der Konstanten).
Die Anfangsbedingung liefert

1=Ay=cy-1
und aus (3.1) folgt
k2 = Ay = 2451 + 2% = (e + 1)2%,
also
cp =cp—1 + 1, k>1.

Die Losung dieses Anfangswertproblems ist ¢ = k + 1. Damit ist die gesuchte Losung

Ap = (k+1)2F, k=0,1....

Bemerkung: Eine universelle Methode zur Losung von Differenzengleichungen erhélt man unter Verwendung der
sogenannten Z-Transformation

Z((Ar)r=0,1,2,...)(§) = Z % .
k=0

Wir verweisen z.B. auf das Teubner—Taschenbuch der Mathematik, Leipzig (1996), Seite 417.
Satz 3.11 Der Aufwand von mergesort ist durch
Ap = (m+1)2™ = O(nlogn)

nach oben beschrinkt.
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Diese Abschitzung ist scharf, d.h. nicht zu verbessern. Fiir grofie n ist logn < n. Gegeniiber
bubblesort haben wir also eine signifikante Verbesserung erreicht. Es bleibt die Frage, ob noch
effizientere Algorithmen denkbar sind.

Definition 3.12 Fiir ein gegebenes Problem sei A die Menge aller Algorithmen zu dessen Ldsung.
Dann ist

inf Aufwand von A
AeA

die Komplexitit des Problems.

Bemerkung: Die Komplexitéit eines Problems ist also der unvermeidbare Aufwand zur Losung. Bei
der Konstruktion effizienter Algorithmen geht es darum, vermeidbare Operationen auf der Basis
struktureller Einsicht zu vermeiden. Das Ziel ist natiirlich, der Komplexitidt des Problems méglichst
nahezukommen.

Aus Satz 3.11 folgt, dafl die Komplexitéit unseres Sortierproblems hiéchstens O(nlogn) sein kann.

Satz 3.13 Die Komplezitit des Sortierproblems ist O(nlogn).

Beweis

Ein Beweis findet sich z. B. im Lehrbuch von Schéning [7]. [ |

Bemerkung: Im Sinne unseres Komplexititsbegriffes ist also mergesort ein optimaler Algorithmus.
Wir haben uns bei der Aufwandsanalyse allerdings immer auf den schlechtestmdoglichen Fall konzen-
triert. In der Praxis, z.B. beim alphabetischen Sortieren, kann man oft von gewissen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen der Daten ausgehen. Durch geschicktes Ausnutzen dieser a priori Information
erhélt man dann mit entsprechender Wahrscheinlichkeit bessere Ergebnisse als im schlechtestmogli-
chen Fall.

3.2 Nichtpolynomiale Komplexitit?

Wir betrachten das beriihmte Problem des Handlungsreisenden (Traveling Salesman Problem), kurz
TSP-Problem [4].

Gegeben seien

n Stadte : 1,...n

Fahrzeiten : ¢;; zwischen ¢ und j

Das Problem lautet: Finde eine Permution 1, ..., m,, so dafl die Gesamifahrzeit

n—1
cost (m) = E Criymip1 T Crnymy
i=1

unter allen Permutationen von {1,...n} minimal wird. Eine Permutation heifit in diesem Zusam-
menhang Tour.
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Beispiel:

0 212 171 203
212 0 186 247
171 186 0 139
203 247 139 0

C =

cost (1,2,3,4) = 740
cost (1,2,4,3) = 769
cost (1,3,2,4) = 807

Algorithmus 3.14 (Ausprobieren)
Probiere so lange alle moglichen Permutationen durch, bis die gewiinschte Eigenschaft vorliegt.

Bemerkung: Wir wissen schon, dafl wir bei Algorithmus 3.14 mit O(n!) Auswertungen des Kosten-
funktionals cost(m) rechenen miissen. Damit ist dieser Algorithmus nur fiir sehr kleine n praktisch
durchfiihrbar.

Ein Algorithmus hat polynomialen Aufwand, falls es ein k € N gibt, so dal O(n*) eine obere Schran-
ke fiir die benstigten cost—Auswertungen ist. Wie wir gesehen haben, ist Algorithmus 3.14 nicht
polynomial.

Gibt es nun einen Algorithmus, der das TSP—Problem mit polynomialem Aufwand lost oder gibt es
so einen Algorithmus nicht?

Dies ist ein offenes Problem, welches seit langer Zeit im Mittelpunkt der Komplexitétstheorie steht!
Ein Grund fiir das allgemeine Interesse an dieser Frage ist, dafl ein polynomialer TSP—Algorithmus
sofort polynomiale Algorithmen fiir eine Vielzahl anderer wichtiger Probleme liefern wiirde [8]. Die
Klasse dieser Probleme heifit NP-vollstindig. Es gibt tieferliegende Griinde, die hier nicht erdrtert
werden kénnen (Stichwort P=NP7?). NP ist hierbei die Abkiirzung fiir “nicht-deterministisch poly-
nomiell” — nicht zu verwechseln mit “nichtpolynomiell” — und bezeichnet die Klasse von Proble-
men, die auf einer nicht-deterministischen Turingmaschine (ein einfaches, idealisiertes Computer-
modell) in polynomieller Zeit 16sbar sind. Wir verweisen auf einschléigige Lehrveranstaltungen der
Arbeitsgruppe Theoretische Informatik, z.B. ,,Theoretische Informatik* oder , Entwurf und Ana-
lyse von Algorithmen“. Derzeit herrscht iibrigens die Meinung vor, dafl es keinen polynomiellen
TSP-Algorithmus gibt.

Da Algorithmus 3.14 fiir realistische n praktisch nicht durchfiihrbar ist, gibt man sich in der Praxis
mit suboptimalen Touren zufrieden. Die Entwicklung von Verfahren, welche mdglichst gute Touren
liefern ist unter anderem Gegenstand der Diskreten Optimierung. Naheres dazu in im Artikel von
Grotschel und Padberg [3].
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bei die verschiedensten sequentiellen Algorithmen, deren Komplexitidtsanalyse und allgemeine
Algorithmen-Paradigmen.

I. Wegener. Theoretische Informatik. Teubner, 1993. Alles zu P, NP, TSP und Turingmaschinen.
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4 Lineare Gleichungssyssteme

Der erste Abschnitt richtet sich im Rahmen der Vorlesung CoMal an Interessierte und Bioinforma-
tiker:

4.1 Integralgleichungen

4.1.1 Inverses Problem zur Auslenkung einer Saite

Im Anhang in Abschnitt B wird die Darstellung

u(w) = / K (2,€)f(€)de (4.1)
mit
K(z,6) =

der Auslenkung u € C[0, L] einer in u(0) = u(L) = 0 eingespannten Saite der Lénge L mit der Spannung || durch
die einwirkenden Kraftdichte f € C[0, L] hergeleitet. Ist f bekannt, so kénnen wir u durch (numerische) Integration
bestimmen.

Ist umgekehrt v bekannt, so kann man daran denken, (4.1) als Berechnungsvorschrift fiir f zu verwenden. Dieser Fall
ist komplizierter, denn die Werte von f sind durch (4.1) nicht explizit gegeben.

Definition 4.1 FEs seien g : [a,b] — R und der Kern K : [a,b]*> — IR gegeben. Dann heifit

/ K2, O)w(e) de = gx)  Va € [a,b] (4.2)

Fredholmsche Integralgleichung erster Art fiir die unbekannte Funktion w : [a,b] — RR.

4.1.2 Populationsdynamik
Wir betrachten die zeitliche Entwicklung einer Population, z.B. von Bakterien. Es sei
Anzahl der Individuen zum Zeitpunkt ¢ : u(t) .

Natiirlich ist u(t) € N. Wir gehen jedoch im folgenden davon aus, dal w(t) > 1. Dann ist die (vereinfachende!)
Betrachtungsweise
u:R—R

sinnvoll. Vor allem in der Ingenieurliteratur nennt man diese Annahme Kontinuumshypothese. (Es gibt keinen Zu-
sammenhang mit der Cantorschen Kontinuumshypothese!)

Wachstum oder Riickgang der Population beschreibt die
Wachstumsrate: w(t) = u'(t) .
Veranderungen der Population werden durch duflere Einfliisse, also durch die
Einwanderungsrate: g(t) ,

durch Tod oder durch Fortpflanzung (hier: Teilung) bewirkt. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daf unsere
Bakterien unsterblich sind. Es sei

Anteil der Individuen im Alter 7, die sich im Zeitraum A¢ teilen: K(7)A¢ .



40 Lineare Gleichungssyssteme

Wir nehmen an, dafl das teilungsfahige Alter 7 durch a < 7 < 3 begrenzt ist.

Wir wollen nun eine Gleichung fiir die Wachstumsrate w ermitteln. Dazu wéhlen wir zunéchst At = (8 — a)/n, n

grof3, und setzen
T = a+ kAL, k=0,...,n.

Dann bilanzieren wir den Zuwachs im Zeitraum ¢ bis t + At wie folgt

u(t) — u(t — At)

w(t) ~ At
t— —u(t —
~ g(t) + 2 TO)N“( ™) K () At
Alter: ;; bis 71
i ﬁ)A_t“(t =) k(r)At
Alter: :: bis T2
u(t — 1) —u(t — )
K(1h—1)At
+ At ’ (Tn-1)
Alter: 7'7:1 bis ™
n—1
~g(t)+ Z w(t — 1) K (1) At .
k=0

Fiir At — 0 erwartet der Modellierer die Konvergenz

n—1 s
Z w(t — 1) K (1) At — /w(t —7)K(1) dr .
k=0 e

Welche Bedingungen sind hinreichend?

Insgesamt erhalten wir als Populationsmodell die sogenannte Lotkasche Integralgleichung

B
w(t) = g(t) + /w(t — 1)K (1) dr . (4.3)

«

Es sei T > 0 fest gewiihlt. Um eine Integralgleichung herzuleiten, aus der sich w(t) V¢ € [0,7] bestimmen ldsst,
machen wir zwei Annahmen. Erstens gehen wir davon aus, dafl die Population erst ab ¢ = 0 einwandert, daf} also

ut)=0 Vt<0
gilt. Daraus folgt fiir jedes feste ¢ € [0, T sofort
wit—7)=0 VT >t.
Zweitens nehmen wir o = 0 an. Damit erhilt (4.3) die Gestalt

min{t,3}
w(t) = g(t) + / w(t —7)K (1) dr vt €10,T] .

Wir nehmen noch zwei dquivalente Umformungen vor. Unter Verwendung von
K(r)=0 vr ¢[00

erhilt man
t

w(t):g(t)+/w(t—T)K(T) dr Ve [0,T]

t—T
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und Variablensubstitution
t—T7=n

liefert
w(t) = g(t) + /w(n)K(t —n)dn vt € [0,7T] . (4.4)

Das ist unser Populationsmodell.

Definition 4.2 FEs seien g : [a,b] — R und der Kern K : [a,b]*> — R gegeben. Dann heifst

w(z) / K(z,w(e) dt = g(z) Vo € [0, (4.5)

Fredholmsche Integralgleichung 2. Art fiir die unbekannte Funktion w : [a,b] — IR.

Die Untersuchung von Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der Integralgleichungen (4.2) und (4.5) sprengt den
Rahmen dieser Vorlesung. Unter dem Stichwort ,, Fredholm—Operatoren“ wird dieses Thema in hichst eleganter Weise
in der Funktionsanalysis behandelt. Ungeduldige seien auf das Lehrbuch von Werner [4] verwiesen. Wer sich speziell
fiir Integralgleichungen interessiert, findet im Werk von Drabek und Kufner [2] eine brauchbare Einfiihrung.

4.1.3 Galerkin—Verfahren

Wir betrachten zunéchst die Integralgleichung (4.2). Abgesehen von Spezialfillen ist eine geschlossene Losung nicht
moglich. Zur approximativen Losung wéhlen wir ein Gitter

a=zg <1< - <Tp=>

und die stiickweise konstanten Ansatzfunktionen

1 xz€ [z,
@k(ﬂt)_{ 2 € [2k Tht) , k=0,....n—1.
0 sonst

Zur Approximation von w machen wir nun den Ansatz

n—1
Wn = Z Wktpk . (46)
k=0
Um die unbekannten Koeflizienten Wi,k = 0,...,n — 1, zu bestimmen, setzen wir w, in die Integralgleichung (4.2)

ein und erhalten
n—1 b
S / K(2,)pu(€) d€ = g(x) . (4.7)
k=0 a

Wir kénnen nicht erwarten, dafl wir die W}, so bestimmen kénnen, dafl (4.7) fiir alle z € [a, b] gilt. Also fordern wir
nur

n—1 b
> Wk/K(mj,s)sok(a d¢ =g(a;) =1g; j=0,...,n—1. (4.8)
k=0 v
Schliefllich nutzen wir die spezielle Gestalt der Ansatzfunktionen ¢ aus und erhalten
b Th+41
[ Ko de= [ K6 de = as (49)
a Tk

Damit lassen sich die n Bestimmungsgleichungen (4.8) in der Form

n—1
Zajkwk:gj, j=0,....,n—1, (4.10)
k=0
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schreiben. Setzt man
A= (an)jilo €R™™, W =Wz, G=(g)j=1 €R", (4.11)
so ist (4.10) gleichbedeutend mit dem linearen Gleichungssystem
AW =G .

Analog erhélt man zur Approximation von (4.5) die Koeffizienten

Tl41

- [ K(z;,de  j#k
aj = i . G k=0,...,n—1. (4.12)
1= [ K(z;,8)d§ j=k

Niaherungsverfahren, die auf einem Ansatz der Form (4.6) beruhen, werden als Galerkin—Verfahren bezeichnet.
Es stellt sich die Frage, ob und unter welchen Bedingungen wir Konvergenz

|lwn — wlleo — 0, n — 00
erhalten. Auch diese Frage geht iiber unsere gegenwirtigen Moglichkeiten hinaus und wir verweisen auf Vorlesungen
iiber Funktionalanalysis und/oder [2, 4].
4.2 Konditionsbetrachtungen
4.2.1 Matrix— und Vektornormen
Definition 4.3 FEs sei V ein linearer Raum tber IR. Fine Abbildung
[-ll: V— I

heifst Norm, falls fir alle x,y € V und o € IR gilt

lz|| >0, lz|=0<2=0, (4.13)
|lax| = |af ||z (Homogenitdt) (4.14)
lz+yl| < |lz|| + [yl (Dreiecksungleichung) . (4.15)

Ein linearer Raum, der mit einer Norm versehen ist, heifst normierter Raum.

Beispiele:
Der Betrag
|z| =z sgn(z) auf V=R .
Die Euklidische Norm )
|||z = (22 + 23)2 auf V = R? .

Die Maximumsnorm

£l = s |F(a)] anf V = Cla.].
Die Maximumsnorm

lz|lco = max |z = (2;)je; € R" auf V. =1R" .
i=1,...n

)

Die /P~Norm .
P

n
lzllp = | D laal” | . ze (@), € R
i=1
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mit 1 <p < oo auf V=R"

Bemerkung:Der Nachweis der Eigenschaften (4.13), (4.14), (4.15) fiir die obigen Beispiele ist einfach. Nur die
Dreiecksungleichung fiir || - ||, macht Schwierigkeiten. Sie lautet ausgeschrieben

(Z B +yz‘|p) < (Z|xi|p> + (Z yz‘|p)
=1 =1 =1

und heifit Minkowskische Ungleichung. Einen Beweis findet man z.B. im Funktionalanalysis—Lehrbuch von Werner
[4], Seite 12.

Bemerkungen:

e Es gilt fiir jedes fest gewihlte x € R™
lim [z, = [|lz]|eo -
p—00

e Im Falle von p = 2 erhélt man die Euklidische Norm

n 2
ez = (Zw?) |
=1

e Mittels der Bijektion ¢ : R™"™ — R", definiert durch

¢ ((ai)ij=1) = @)y

Lli—1)n+j = ij » L,j=1,...,n,

-

1iBt sich der lineare Raum der n x n Matrizen IR™" mit R" identifizieren. Jede Vektornorm auf R™ liefert
also eine Matrixnorm auf R™". Ein Beispiel ist die sogenannte Frobenius—Norm

1
n 2
2 n n,n
Al = (Z s ) A= (ap)ly € RO
=1

Wir wollen den Konvergenzbegriff von IR auf normierte Rdume verallgemeinern.

Definition 4.4 Es sei V' ein normierter Raum mit der Norm || - || und (z,,)nen eine Folge aus V.
Diese Folge heifit Cauchy—Folge, falls es zu jedem € > 0 ein vy € N gibt, so dafs

2@ —aW| <e W u>w.

Die Folge heif§t konvergent gegen x € V, also

falls

|z — 2| -0, V— 00 .

V' heifst vollstindig, falls alle Cauchy—Folgen in V' konvergent sind. Fin vollstindiger normierter
linearer Raum heifit Banach—Raum.

Wir haben schon gesehen, dal man auf R™ oder R™" viele verschiedene Normen definieren kann.
Es stellt sich die Frage, ob es Folgen gibt, die beziiglich der einen Norm konvergieren und beziiglich
der anderen nicht. Der folgende Satz besagt, dafl so etwas nicht sein kann.

Satz 4.5 Sei V' endlichdimensional und || - || sowie || - ||| zwei verschiedene Normen auf V.. Dann
gibt es Konstanten c,C, die nicht von x abhdngen mit der Eigenschaft

clle| <|llzfl| < Cllzl]  YzeV.
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Beweis:

Der Beweis beruht auf der Kompaktheit der Einheitskugel in IR™. Wir verweisen wieder auf Wer-
ner [4], Seite 26.

Bemerkung: Fiir unendlichdimensionale Rdume, wie z.B. V = C[a, ], ist dieser Satz falsch!

Als Folgerung aus Satz 4.5 wollen wir die Vollsténdigkeit von R"™ und IR™" zeigen.
Satz 4.6 Die linearen Raume IR" und IR™" sind vollstindig beziiglich jeder beliebigen Norm ||-|| pr
und || - || -

Beweis:

Es sei (x(")),,eN eine Cauchy—Folge in R™. Nach Satz 4.5 gibt es ¢, C' unabhéngig von z, so dafl
czlrr <zl < Cllzllgr , Vo€ R™.

Also ist (z*)),ex auch Cauchy-Folge beziiglich || - ||oo. Dann ist aber auch die Folge von Komponenten (;rz(-"))l,eN fiir

jedes fest gewdhlte i = 1,...,n, eine Cauchy—Folge in R. Da IR vollsténdig ist, gibt es ein x; € IR mit
;vz(-") — T vV — 00 .
Fiihrt man diesen Schlu$ fiir alle ¢ = 1,...,n durch, erhélt man einen Vektor z = (x;)j=; mit der Eigenschaft
|z — 2" ||oc — 0 v — 00 .

Die Konvergenz beziiglich || - [y~ folgt aus
o — 2 lge < ~flz 2l =0 v o0
~c
Da sich R™" (Matrizen) mit R (Vektoren) identifizieren lassen, sind wir fertig. ]

Wir wollen uns nun speziell den Matrizen zuwenden. Auf IR™" ist durch
n
A-B=C, Cijzzaikbkj>
k=1

die Multiplikation von Matrizen erklart. Wir wollen eine Klasse von Matrixnormen betrachten, die
mit der Matrix—Multiplikation vertréglich ist.

Definition 4.7 Es sei || - || eine Norm auf IR™. Dann ist durch
A
14 = sup A2 4o (4.16)
.yl
z#0

die zugehorige Matriznorm definiert.

Man iiberzeuge sich davon, da durch (4.16) {iberhaupt eine Norm definiert ist!

Bemerkungen:

e Es gilt
[Az|| < [[A]l fl=] -

e Es existiert ein z* € R™ mit ||Az™| = ||A]] ||l=* ]|
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e Matrixnormen der Form (4.16) sind mit der Matrixmultiplikation vertréglich. Es gilt ndmlich
[|AB] < ||A|l || Bl VA, B e R™" (Submultiplikativitét),

e Die Norm der Einheitsmatrix I ist

[l =1.

Satz 4.8 Die Matriznorm

n

|A]lco = max Z ;] (Zeilensummennorm)
=1,...,n =

=1
gehort zur Maximumsnorm || - ||oo auf IR™.
Beweis:

Fiir alle z € R"™ gilt

[ Azl

max
i=1,...,n

n
E Q5355
Jj=1

n
< (.maX > Iaijl) max |z;| = [|Alloc[|2loc -
i=1,...,n —) j=1,...,n
j=

Es folgt

oAzl
p

< [[Afles -
a0 [|Z[loo

Wir konstruieren nun ein z* € R™ mit der Eigenschaft
[Allscllz" [loo = Azl -
Sei dazu io so gewéihlt, daf

n
[ Allso = laiqs] -
j=1

Dann sei
* o =1
x; = sgn(ay;) ji=1,...,n.

Es folgt offenbar ||2*||cc = 1 und

[Allooll2"[loo > [[Az"[|o0 =

n
*
Qigj Ty
Jj=1

n
= laigi| = 1Al ll&"||os -
j=1

|
4.2.2 Storung von Matrix und rechter Seite
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Az =b. (4.17)

Dabei seien A = (a;;);;,—; € R™" sowie b = (b;);; € R" gegeben und x = (x;);_; € R" gesucht.
Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (4.17) sind Gegenstand der Vorlesung Lineare Algebra I.

Satz 4.9 Die Koeffizentenmatriz A sei requldr, d.h.
Ax #0 Vee R", x#0.

Dann ist (4.17) eindeutig losbar mit der Losung x = A~1b.
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Wir wollen nun die Auswirkungen von Stérungen in den Daten A und b auf die Losung untersuchen.
Dabei wird mit || - || durchweg eine Vektornorm und die zugehorige Matrixnorm bezeichnet.

Wir betrachten das gestorte System
Ai =b (Storung der rechten Seite). (4.18)
Die Submultiplikativitdt der Matrixnorm liefert
lz — & = |A™"0 — A7 < AT [lo -] -
Also ist Kaps = ||A7L|| die absolute Kondition von (4.17) beziiglich Stérungen der rechten Seite.

Satz 4.10 Es sei

Dann gilt

[z — 2| 1o — bl
< K(4)
18]

(4.19)

mit k(A) = ||A|| ||A7Y||. Die Abschitzung ist fiir beliebig kleine Storungen scharf. Nach Definiti-
on 2.7 ist damit k(A) die relative Kondition von (4.17) bei Stérung der rechten Seite.

Beweis:

Wegen (4.18) und Az = b ist

lz — & _ Az, y, ]I — Bl 1y llb 0]
< a2 < ag A B
edl [edl bl bl
Es gibt ein b* € R™ mit [[p*| = 1 und |[A~'0*|| = [[A7"||. Dann gilt in Gleichheit in (4.19) fiir
b=b—¢eb*Ve>0. [ |
Wir betrachten nun das gestorte Problem
Az =b (Storungen der Matrix) .

Diesmal miissen wir einen ldngeren Anlauf nehmen, denn die Abbildung
R">A—i=A""9cR"

ist nichtlinear in A. AuBerdem ist nicht von vorneherein klar, daf das gestorte Problem iiberhaupt
eine eindeutig bestimmte Losung Z hat!

Lemma 4.11 Es sei C € R™"™ und ||C|| < 1. Dann ist I — C reguldr und es gilt

I-C)yt=r1+ Z c* (Neumannsche Reihe).
k=1
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Beweis:

Erinnerung: R™" versehen mit || - || ist vollstindig! Wir zeigen zunichst, dafl die Partialsummen
Sp=>_C"
k=0

eine Cauchy—Folge in IR™"™ bilden. Dies folgt aus

m

> ¢

k=n

180 = Smll < <y ety el —=o  nom—oo,
k=n k

=n

denn die geometrische Reihe 3"7_, ||C||* konvergiert in IR. Aus der Vollstéindigkeit von R™" folgt die Konvergenz
von S,. Es gibt also ein S € R™", so daf}

IS — S| — 0 n— oo .

Nun folgt
Sp(I—C)=8,—8,C=1+S5,—Sny1 —>1 n— oo .

Andererseits gilt
Spn(I-C)—S{I-C) n— oo .

Eindeutigkeit des Grenzwertes liefert
SI-C)=1.

Satz 4.12 Es sei .
Ar =1b , AT =b.

Unter der Bedingung ||A — A|| < ||A=Y|~" ist A regulir und es gilt

e — 2| A A
e =2 pa, A2 = Al
A

mit ) 5
LA AT 1A= Al
1—[[A=H] A=Al

Damit ist k(A) = ||A|| ||A7Y|| eine obere Schranke fiir die relative Kondition von (4.17) bei Stérung
der Koeffizientenmatriz.

r(AA) = A |A7H] + R(A) = [lA] AT A— A

Beweis:

Fiir C = A™'(A — A) gilt nach Voraussetzung
lel <A 1A— Al <1. (4.20)
Auf Grund von Lemma 4.11 ist daher I — C regulér. Wegen
A=A(I-0C)
ist auch A als Produkt zweier reguldrer Matrizen regulér. Es gilt
A=A -0 t=a-0)ta!
= (1+C+ZC’“> A7!
k=2
A ycAT +CPa-0)tATE .

Wegen (4.20) ist
1 < 1 ~
L=Cl = 1—||A-1|| ||[A - A

- <y llo)® =
k=0
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und es folgt
|z —&|| = |A™"0 — A7 b
= A" —A"b—CAT D -C* (I —-C) AT

< (ICl+Iel”ia@ =)~ ) el

_ ATYPlA-A .
< (nam LI AL Y a2y gy
T A1) A A
s JALIATR A - ALY 14 - A
= (g pary + ! - zl| -
(ranpa-y B IE =) oz

Satz 4.13 Es se: 3 3

Ar =b , AT =b ,
wobei A € R™ mit |A—A|| < ||A™Y||~! und b € IR™ gewdhlt sind. Dann gibt es eine Zahl r(A, A, b)
mit der Figenschaft

e — &l . JA— Al 155
——— < k(A4,A,b) max ,
e = FAAD) AT

R(AAD) = 2m(A) = 2|47 A=A, b—b.

Damit ist 2k(A) = 2||A| ||A7Y|| eine obere Schranke fiir die relative Kondition von (4.17) bei
Storung von Koeffizientenmatriz und rechter Seite.

und es gilt

Beweis: Ubung.

Bemerkungen:
e Oft nennt man x(A) = ||A|| ||A™"|| kurz Kondition von A.

o Esgilt x(A) = ||A]| |A7| > |JAA™Y| = ||T]] = 1. Im Falle s(A) > 1 heifit das lineare Gleichungssystem (4.17)
schlecht konditioniert.

Bemerkung:Es gibt eine MATLAB—Funktion cond.

Die Kondition bietet ein Mafl dafiir ,,wie regulir” eine Matrix A ist.

Satz 4.14 Fir alle requldren Matrizen A gilt

. |A— B ‘ . } 1
inf § =———— | B singuldr ; > .
{ | Al K(A)

Beweis:
Ist B singulir, so existiert ein Vektor z* # 0 mit Bz* = 0. Fiir diesen Vektor gilt
™|l = |A™" Az™[| < A [|Az”|
=AY I(A = B)e"| < |A7] |A = Bl |27l -

Damit ergibt sich
L<(|ATY] [lA - Bl
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und daher
1 1 |A— B
s(A) A AT (1Al

]

Im Falle der Zeilensummennorm || - || kann man sogar zeigen, daf} es eine singuldre Matrix B mit

der Eigenschaft

HA — BHoo _ 1
1Al oo r(A)

gibt! In néichster Umgebung einer schlecht konditionierten Matrix befinden sich also singuldre Ma-
trizen. Grob gesprochen: Schlecht konditionierte Matrizen sind “fast” singulér.

Beispiel: Schleifender Schnitt

T2
A
T2 = T1
_ 1
T2 = miﬂl
- 1
Den Schnittpunkt z berechnet man aus A.z = b mit
-1 1
As_(—l 1+5)’ b=0.
Es gilt
-1 _ 1 (l14+e -1
As - (_8) ( 1 71) .
Offenbar gilt fiir die Zeilensummennorm
- 2+¢)?
RoelA2) = Al AT oo = B o0 20

Fiir die singuldre Matrix Bi,

—14+ 5% 1
B — 2+¢e
! <_1 - Qis 1 + 8) ’

erhalt man
|Ac=Billw _ & _ 1

1A o 2+¢e)? w4

Auch die Matrix Ba,
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ist singuldr und hat einen kleinen Abstand zu A, ndmlich
[Ae — B2||os __¢€
| Acloo 2+e’

Achtung: Ist € < eps (Maschinengenauigkeit), so ist A fiir den Rechner nicht von den singuldren Matrizen By und
Bs unterscheidbar!

Beispiel: (Fredholmsche Integralgleichung 1. Art)

Wir betrachten die in (4.9) definierte Koeffizientenmatrix A, die wir aus unserem Galerkin—Verfahren erhalten haben.
Als Parameter wihlen wir |[o| = 1, L = 1 und n = 1. Der MATLAB-Befehl cond liefert cond(A) = Inf. Damit ist
A nicht von einer singuldren Matrix zu unterscheiden. Unser Galerkin—Verfahren liefert, je nach rechter Seite, keine
oder unendlich viele Losungen. Daran dndert sich nichts, wenn man n vergroflert. Das deutet darauf hin, dafl mit
unserem kontinuierlichen Modell (4.2) etwas nicht stimmt. Das ist tatséchlich so! Im Falle einer Fredholmschen
Integralgleichung mit stetigem Kern K(z, &) liegen Existenz und Eindeutigkeit einer Losung i.a. nicht vor. Aulerdem

148t sich der Einflul von Stérungen in den Raten u (gemessen in der Maximumsnorm) auf die Losung f nicht
beschranken.

Beispiel: (Fredholmsche Integralgleichung 2. Art)

Als néchstes betrachten wir unser Populationsmodell (4.4). Wir wihlen als Parameter T = 3 =1, K(7) =7(1 — 1)
und stellen die Kondition der Koeffizientenmatrix (4.12), die wir aus unserem Galerkin—Ansatz erhalten haben, iiber
n dar. Die Resultate deuten darauf hin, dafl eine Fredholmsche Integralgleichung 2. Art mit stetigem Kern K(z,€)

ein korrekt gestelltes Problem sein konnte. Auch diese Vermutung erweist sich in der mathematischen Analyse als
richtig.
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4.3 Gaufischer Algorithmus
4.3.1 Motivation

Grundidee des GaufBischen Algorithmus (nach Gauf: Theoria Motus etc. 1809) ist die

sukzessive Elimination der
Unbekannten.

Beispiel:
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1 + 4dxo+ Tx3 =5,
2x1 + 5xo+ 8xz = —1,
3x1 + 6x2 +10x3 = 0.

Auflosen nach z:
Ir = 5 — 41’2 — 71‘3 . (4.21)
Elimination von z1 durch Einsetzen in die verbliebenen Gleichungen:

—3x9 — Gxg= —11,
—6:62 - 11%3 = —15.

Auflésen nach zs:
—3z9 = —11 + 623 (4.22)

und Elimination von x4 aus der zweiten Gleichung ergibt

xr3 = 7. (4.23)
Einsetzen in (4.22):
31
Tog=—— .
273
Einsetzen in (4.21):
8
Tr1 = —g .
Einen anderen Blickwinkel erlaubt die folgende Matrixschreibweise des Gaufischen Algorithmus
1 4 7 x1 5
2 5 8 ) = -1
3 6 10 x3 0
A x = b

Sukzessive Elimination lasst sich auf der erweiterten Matrix

1 4 715
2 5 8 |-1
3 6 10| 0
durchfithren: Eliminieren von x1:
1 4 715 1 4 7 5
2 5 8 |—-1]—-2%1.Zeile - |0 -3 —6 |—-11
3 6 10| 0/ —3x1. Zeile 0 -6 —111|-15
Eliminieren von xs:
1 4 7 5 1 4 7 5
0 -3 -6 |—-11 — 0 -3 —-6|-11
0 —6 —11|—-15/) —2%2. Zeile \O O 1 7
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Als Ergebnis erhalten wir das gestaffelte Gleichungssystem:

1 4 7 1 5

0 -3 -6 T9 = —-11

0 0 1 T3 7
R x = zZ.

R obere Dreiecksmatrix; sukzessives Einsetzen liefert x

Beobachtung: Aus den im Eliminationsprozess auftretenden Faktoren bilde man die untere
Dreiecksmatrix

1
L=1|2
3

N = O

0
0
1

Dann gilt (nachrechnen!)
A=LR.

Zufall? Wir werden sehen.

4.3.2 Gauflscher Algorithmus und LR—Zerlegung

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Ax =1 (4.24)
mit
A= (aij)i = € R™™ regulér ,
b= (b)), € R".
Der Koeffizient a1 heifit Pivotelement. Unter der Vorausetzung
apy #0

erhalten wir nach dem 1. Eliminationsschritt die erweiterte Matrix

1
aff oy el B
1) (1)
a/ DY a
(A(1)|b(1)) _ 22 2n
0 a(lz) aﬁllrz b(l)
Dabei ist
ag;)_aljv .7_17 o, bgl):blv
(1) a;1
a;; = a; ayj, 4L,J=2,...,n,
7] J a1 1j J
bV =t — 2Ly i=2,....n
ail
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Das Pivotelement fiir den 2. Eliminationsschritt ist a%). Wir haben
1
aéQ) #0

vorauszusetzen, um die Unbekannte x5 aus den Gleichungen 3 bis n zu eliminieren.
Unter der Voraussetzung nichtverschwindender Pivotelemente

a0, k=2..n-1,
werden durch weitere Eliminationsschritte die Gleichungssysteme
A(k)svzb(k), k=1,....,n—1,

erzeugt. Die Berechnung erfolgt analog zum 1. Eliminationsschritt. Das fithrt auf folgenden Algo-
rithmus:

Algorithmus 4.15 (Gaufische Elimination)

Fir £k =1,...,n — 1 berechne

{

Fir ¢=k+1,..,n berechne

agy Y
E—1
al(ck )

L, =

plk) _ k1) _ &kb,(f_l)

Fir j =k +1,...,n berechne

{

agf) = al(-;?_l) — &kag;_l)

}

Dabei ist ag-)) = a;; und bgo) = b; gesetzt.

Ergebnis ist das Dreieckssystem

Y () (e
o | [ | [
0 0 o) \g ) b

Dieses System 148t sich einfach auflosen.
Algorithmus 4.16 (Riickwértssubstitution)

1
——pn=1)
aln V)

Ty —
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Firi=n—1,...,1 berechne

(Warum ist iV # 07)

Bemerkungen zur Implementierung:

e Man kann die alten Elemente

(k=1)

aw y

L,j=k+1,....,n
mit den neuen Elementen
a;;’ ,j=k+1,....n

iiberschreiben.

e Man kann statt der erzeugten Nullen in der k-ten Spalte die Eliminationsfaktoren

ai_n
liv="0,  k=k+1...n,
A

abspeichern.

Wir wollen nun den Aufwand zur Losung des linearen Gleichungssystems (4.24) mit dem Gaufischen
Algorithmus abschétzen. Wir wihlen

Aufwandsmafl = Anzahl der Punktoperationen.

Wir zdhlen zunéchst die Punktoperationen von Algorithmus 4.15 (Gaufsche Elimination). Dann
wird aus jeder Fiir-Schleife eine Summation und wir erhalten

k=1i=k+1 j=k+1
n—1 n n—1

=> Y (n—k+1)=> (n—k+1)(n—k) (setze j = n — k)
k=11=k+1 k=1

n—1
=Y+ 0= 50—
j=1

Die letzte Identitidt bestéitigt man durch vollstéandige Induktion. Der zusétzliche Aufwand fiir die
Berechnung von b("~1) ist
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Der Aufwand fiir Algorithmus 4.16 (Riickwértssubstitution) ist
n n n 1
Z 1+Z Zn—erl) iji(n2+n).

i=1 g=i+1 i=1 J=1

Damit erhalten wir als Gesamtaufwand fiir die Losung von (4.24) mit dem Gaufischen Algorithmus

1 1 1 1 1 1
g(n‘?‘ —n)+ 5(712 —n)+ §(n2 +n)= gn?’ + §n2 — 3"
1
= -n® + O(n?)

Bemerkung: Man vergleiche den polynomialen Aufwand des Gaufschen Algorithmus mit dem exponentiellen Auf-

wand der Cramerschen Regel (Lineare Algebra II).

Der Aufwand 148t sich reduzieren, wenn A gewisse Struktureigenschaften hat, etwa tridiagonal oder
symmetrisch und positiv definit ist. Wir verweisen wieder auf weiterfithrende Vorlesungen oder z.B.
auf das Lehrbuch von Deuflhard und Hohmann [1], Kapitel 1.

Als néchstes wollen wir unserer Vermutung aus dem einfithrenden Abschnitt 4.1 nachgehen.

Wir definieren G, € R™™ durch

(k—1)
by =2 — i=k+1,...,n, j=k
(Gr)ij = ' afy

0 sonst
und I € R™" sei die Einheitsmatrix.

Lemma 4.17 Es gilt

Ak) — (I - Gk)A(k_l)
b = (I — Gy)p*—D) k=1,...,n—1,

wobei wieder A©) = A und b®) = b gesetzt ist.

Beweis:

Ausrechnen liefert mit der Definition von Gy

(a4t ), =2 (@ (A“ "),
J

Also ist
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Satz 4.18 Ist der Gaufische Algorithmus fir A € IR™"™ durchfiihrbar (d.h. erhdilt man Pivotele-

mente a,(j;l) # 0) und ergeben sich dabei die Eliminationsmatrizen G1,...,Gn_1, so gilt
A=LR
mat
1 0 0
n—1 )
S S I
k=1 0
gnl gn,n—l 1
Beweis:

Nach Lemma 4.17 ist

R=A""Y=1-G, )A"?
(I = Gn1)(I = Gp_g) A" (4.25)
(I—=Gn1)--(I—G)A.

Weiter gilt

n

(GrGr)ij = Z(Gk)il(Gk)lj (4.26)

=1

= (GR)i(Gi)rj = (G -0=0  Vi,j=1,...,n,
also (I + Gx)(I — Gi) = I — GxGr, = I und somit
(I-Gp) '=I1+Gs.

Aus (4.25) ergibt sich daher
A=I+G1)--(I+Gn1)R.

Ahnlich wie (4.26) folgt
Gr-G;=0 Vi>k.

Daher ist
I+G) - (I+Gn)=I+G2) - (I+Gno1)+ (G1+G1G2)(I + G3) - - (L + Gn-1)

=0
={T+4+G2) - (I+Gn-1)+G1
=I+Gi+G2+--+Gp1=1L.

Der Gaufische Algorithmus liefert also (falls durchfiihrbar!) eine Faktorisierung
A=LR

in Dreiecksmatrizen L, R € R™". Kennt man eine solche LR—Zerlegung von A, so kann man das
Gleichungssystem Ax = b in zwei Schritten 16sen, ndmlich

Vorwéartssubstitution: Lz =b

Riickwartssubstitution: Rz = z .

Dieses Vorgehen ist besonder empfehlenswert, wenn mehrere Gleichungssysteme mit verschiedenen
rechten Seiten zu l6sen sind. Der Aufwand ist dann jeweils nur O(n?).
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Stabilitdtsbetrachtungen
Es ist klar, dal die grundlegende Voraussetzung nichtverschwindender Pivotelemente, also
akk 750 k=1,....n—2,
im allgemeinen nicht erfiillt ist. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dafl der Fall
a"Vx0  fireink=1,...,n—2

zur Instabilitéit des Gaufischen Algorithmus fiihrt.

Satz 4.19 FEs sei
A=LR, R=(I—-Gp1) --(I-GpA

mit Gy aus 4.18. Dann gilt

< flr-cun.

Beweis:
Es gilt )
[RI =T =Gn-a)--- (I = G1A| < kH 11— Gkl Al
=1
und o
IR = AT =G (I = Gu-) T < [T I =G 7HATY
also

K(R) =|RI| IR < H 17 = Gll I(7 = Gw) I 1AL 4]~
k=1

gﬁ (I — Gx) v(A) .
|

Die Kondition von R ist also moglicherweise schlechter als die Kondition von A. Eingangsfehler
und Rundungsfehler, die bei der Berechnung von R entstanden sind, kénnen mit

n—1
w(R) = [ #(I = Gy) K(A) = r(A)
k=1

verstéirkt werden. Der Gaufische Algorithmus bewirkt also eine zusdtzliche Fehlerverstirkung um

n—1
[[x(1-¢Gr .
k=1

Wir wollen wissen, unter welchen Bedingungen jeder einzelne Faktor k(I — Gy) grofi wird.

Satz 4.20 FEs gilt

ool — 1 Cikl)®
ool T = Gi) = (14 _max (£

seees Tl
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Beweis:
Fiir die Zeilensummennorm || - || gilt

Il — Gilloo =14+ max ||
i=k+1,...,n

und aus (I — Gk)f1 = I 4+ Gy, folgt
1= Gi) Moo = T+ Gilloo = 1+ _max ] -
i=k+1,...,n

Nach Definition ist
oI = Gi) = 11 = GllooI(1 = Ga) Mlow = (L _maxJtae])?

.....

Falls es iiberhaupt etwas zu eliminieren gibt, gilt ko (I — G) > 1. Nach Satz 4.20 hat also n > 1
oder

~max || > 1
i=k+1,...,n

Instabilitdt des Gaufischen Algorithmus zur Folge.

Beispiel: (2 x 2-Matrix)
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
10_42131 +xo=1
1 +x0 =2

mit der exakten Lésung
1 1

9999 2717 gogg -

1 -4 (1 -1
A =107 — 1) (_1 10,4)

107 1
()
Wir kénnen daraus die Kondition
Foo(A) = [Allco| A o =2-2(1-107") " x4

r1 =1+
Es ist

die Inverse der Koeffizientenmatrix

ablesen. Unser Problem ist also gut konditioniert!

Wir nehmen an, dafl uns
3 giiltige Stellen

zur Verfiigung stehen. Dann ist
rd(z1) =1, rd(zz) =1
die gerundete, exakte Losung. Der Gaufische Algorithmus liefert

107% 1)1 _ 1074 1 1
1 12 0 —rd(9999)| —rd(9998)

_(107* 1 1
- 0 —10000 | —10000

z1 =0, To=1.
Nach Zeilentausch ist a1 = 1 > 10~%. Man erhélt

L2y (1 1
107 1)1 0 7d(0.9999)

(1 1 2
~\o 1 1

und damit

2
rd(0.9998)>
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und damit die gerundete exakte Losung

Beispiel: (Wilkinson-Matrix)
Als zweites Beispiel betrachten wir die Matrix
1 fallsi=joder j=n

A= (a'ij)?,jzl ) a;;j =4 —1 fallsi>j
0 sonst

Die Abbildung zeigt, dal zwar die Kondition von A nur moderat mit n wichst, die Kondition von
R aber explodiert: Fiir n = 50 gilt beispielsweise k(A) = 22.3 aber x(R) = 7.5 104! Der GauBsche
Algorithmus 4.15 erweist sich als instabil.

— K%W)

«(R)

]]]]]]

- W
o 5 10 15 20 25 20 35 20 5 50

4.4 Gaufischer Algorithmus mit Spaltenpivotsuche

Um die Durchfithrung des Gaufischen Algorithmus zu sichern, wollen wir nun vor jedem Elimi-
nationsschritt durch Zeilentausch sichern, daf§ das (eventuell neue) Pivotelement a,(j;l) # 0 ist.

(Ist das im Falle reguldrer Matrizen immer moglich?) Aus Stabilitétsgriinden wihlen wir a,(!z_l)

betragsméfig moglichst grof, um entsprechend Satz 4.20 fiir moéglichst gute Kondition der Elimi-
nationsmatrix I — Gy, zu sorgen.

Diese Uberlegungen fiihren auf die folgende praktikable Variante des ,naiven® Verfahrens 4.15.

Algorithmus 4.21 (Gauf-Elimination mit Spaltenpivoting)

Fir k=1,...,n— 1 berechne

{
ko =k
Firi=k+1,...,n berechne

Falls ‘aglljfl) ‘ > ‘ag;;:)

, setze kg :=1

Vertausche die k—te Zeile mit der kg—ten Zeile

k—ter Eliminatonsschritt wie in Algorithmus 4.15.
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Bemerkung: Der Zusatzaufwand fiir Spaltenpivoting besteht in O(n?) Vergleichen.

Aufgrund unserer Stabilitétsanalyse sollte max;—p11.. 5 |¢ix| moglichst klein sein. Daher sollte man
besser kg so wihlen, dafl gilt

(k1) (5-1)
@i, @i, Vi k
max max ——— = S £
i=k,..,n a(kfl) T i=k,..,n a(kfl) J ’ ’
kok ik

Dieses Vorgehen ist jedoch aufwendiger. Meist verwendet man stattdessen eine geschickte Skalie-
rung des Gleichungssystems. Wir verweisen auf Deuflhard und Hohmann [1], S. 13.

Das Analogon zu Satz 4.18 ist nun

Satz 4.22 Die Gaufische Elimination mit Spaltenpivotsuche liefert eine Zerlegung
LR =PA

mit unterer Dreiecksmatriz L, oberer Dreiecksmatriz R und einer Permutationsmatriz P. PA un-
terscheidet sich von A also nur durch Vertauschung der Zeilen.
Beweis:

Die Vertauschung von k—ter Zeile mit ko—ter Zeile wird durch die Permutationsmatrix Pj reprasentiert. So bewirkt
Pk.A(k_l) gerade die Vertauschung von k—ter und ko—ter Zeile. Dann liefert der Eliminationsprozess Matrizen G, mit

(I—Gn1)Payr-(I—G)PLA=R.
Wegen P, ' = P, und (I — Gy)™ "' = (I + Gy) ist
A= Pl(I-i-Gl) .. .Pnfl(.[-i- anl)R . (427)

Wir setzen
Qr=Po-1--P,, k=1,....n—1, Q.=1.

Wegen Py P, = I gilt dann
QrPr(I + Gr) = Q1P Pe(I + Gi)
= (I + Qr41GkQit1)Qrr1
= + Qr+1Gx)Qr+1 ,

denn
GkQ;;il =GrPiy1-- P11 =G .
Multiplikation von rechts mit P, bewirkt nédmlich die Vertauschung der Spalten ! und lp > [ und die sind beide Null

fir [ > k.
Setzt man P = Q1 = Pn—_1--- P1, so folgt aus (4.27) schlieBlich

PPI(I+G1) - Pooi(I+ Gno1) = (I 4+ Q2G1)Q2Po(I + G2) - P (I + Gr—1)

= (I + QoG + QsGa) -+ (I + ) (4.28)

n—1
:I+2Qk+1Gk:L,

m=1

denn die Matrizen Qr+1Gr sind von der gleichen Bauart wie G und man kann wie in (4.3.2) schliefen. Aus (4.27)
und (4.28) folgt die Behauptung. [ |

Ubrigens liefert der MATLAB-Befehl
[L,R,PI=1u(A)

eine L R—Zerlegung von A mit Pivoting. Ausprobieren!
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A  Elementares zum Rechnen mit Vektoren und Matrizen

Wir beschrianken uns auf das Elementarste und verweisen fiir alle schonen mathematischen Ausfithrun-
gen zu diesem Thema auf die Vorlesungen zur linearen Algebra.

A.1 Vektoren

Rein rechentechnisch ist ein Vektor x eine Spalte oder Zeile von Zahlen z1,... ,x,
z
z2
T = oder =z = (:Ul,xg, ,xn).
Tn

Dabei ist n eine beliebige positive ganze Zahl n, die Lénge des Vektors. Man bezeichnet den ersten
Fall als Spaltenvektor und den zweiten als Zeilenvektor. Wir beschrinken uns hier auf reelle Zahlen
x € IR; die x; heissen Komponenten oder Eintrége des Vektors und wir schreiben der Einfachheit
halber oft z = (x)k=1,... » sowohl fiir Spalten- als auch Zeilen-Vektoren.

Fiir Vektoren gelten folgende Basisoperationen:

o Multiplikation mit einem Skalar: Fiir ein beliebiges a € IR und einen Spaltenvektor x =
(Tk)k=1,... n 8t

ATy

aTo
ar = s

axy,

d.h. alle Komponenten des Vektors werden mit dem Skalar multipliziert. Gleiches gilt fiir
Zeilenvektoren.

o Addition von Vektoren: Fiir zwei Spaltenvektoren @ = (zx)g=1,.. » und y = (yYx)r=1,... n ist
1+

T2 + Y2
r+y =

Tn + Yn
Wiederum gilt gleiches fiir Zeilenvektoren. Es konnen nur Vektoren gleicher Linge addiert
werden. Die Addition von einem Zeilen- mit einem Spaltenvektor ist nicht definiert.
Beispiel:
Sei z = (1, 2, 3) und y = (0, 7.5, —2). Dann ist

1
r+y=(1,951) und z-g5y=(1,-1754).



A.2 Matrizen 63

A.2 Matrizen

Matrizen sind rechentechnisch nichts weiter als rechteckige Felder von Zahlen oder anders ausge-
driickt: eine n x m Matrix A ist eine Zeile aus m Spaltenvektoren der Lénge n, wobei n und m
positive ganze Zahlen sind. Fiir n = 2 und m = 3 sieht das z.B. so aus:

1 6 -1
A = .
(2 V2 0)

Oder allgemein:

ai; a2 - A1m

az; a2 - a2m
A =

apl1 QAn2 - OGpm

Natiirlich kénnten wir auch sagen, dass eine nxm-Matrix eine Spalte der Linge n aus Zeilenvektoren
der Linge m ist! Eine 1 x 1-Matrix ist nichts weiter als eine einzelne Zahl, ist also identisch mit
einem Skalar.

Bemerkung: Offensichtlich ist eine 1 x m-Matrix nichts anderes als ein Zeilenvektor der Lange m
und eine n X 1-Matrix ein Spaltenvektor der Lange n.

Wiederum beschrianken wir uns hier auf reelle Eintrége ax; und schreiben fiir unsere n x m-Matrix
auch vereinfacht A = (ag)k=1,.. ni=1,..,m- Die Menge aller méglichen n x m-Matrizen mit reellen
Eintragen bezeichnen wir mit

R™™

so dass wir als einfachste Schreibweise fiir den Satz “Die n x m-Matrix A mit Eintrigen ag;” haben:
A = (ag) € R™. Im Falle n = m, also gleichen Spalten- und Zeilenlénge, spricht man von
quadratischen Matrizen.

Fiir Matrizen gelten folgende Basisoperationen:

o Multiplikation mit einem Skalar: Fiir ein beliebiges o € IR und eine Matrix A = (ay;) € R™™
ist

aA = (aay) € R™™,
d.h. alle Eintrage der Matrix werden mit dem Skalar multipliziert.
o Addition von Matrizen: Fiir zwel Matrizen A = (ag;) € R™™ und B = (b)) € R™™ ist
A+ B = (ap +by) € R™™.
Es kénnen nur Matrizen gleicher Grosse addiert werden.

e Multiplikation von Matrizen: Fiir zwei Matrizen A = (az;) € R™™ und B = (b)) € R™F ist
m
A-B = () eR™ mit cy= auby, j=1,...,n,1=1,... k.
i=1

Also ergibt die Multiplikation einer n x m-Matrix und einer m x k-Matrix eine n x k-Matrix.
Andere Produkte sind nicht definiert.
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Die Multiplikation von Matrizen soll etwas genauer kommentiert werden: Wenn wir zuerst einmal
den Fall n = k = 1 betrachten, so multiplizieren wir also einen Zeilenvektor A € R"™ mit einem
gleichlangen Spaltenvektor B € R™!. Das Ergebnis ist eine 1 x 1-Matrix, also ein Skalar, und zwar
die Zahl, die sich als Summe der Produkte der Eintrége ergibt:

b11
bo1 m
A-B = (a117 ae, "'alm) . ' = ZalibiL
: =1
bml

Beispiel:

Fiir m = 3 ergibt sich das Produkt von Zeilen- und Spaltenvektor zu:
-1
(1,2,v2) - | 1 | =-1+2+(-2) = -1
BN

Das Produkt einer n x m-Matrix A und einer m x k-Matrix B ldsst sich dann verstehen als die
Matrix C, deren Eintrige c;; sich aus dem Produkt des j-ten Zeilenvektors von A mit dem [-ten
Spaltenvektor aus B ergibt!

Beispiel:
Fiir n =2, m = k = 3 ergibt sich das Produkt zu:

-1 0 1
1 2 V2 -1 14 5
A-B= - 1 T 1] = ,
0 3 1/v2 2 21 4
V2 0 V2
wobei sich der erste Eintrag in der ersten Zeile (= —1) aus dem Produkt der ersten Zeile von A und der ersten Spalte

von B ergibt, was genau das Produkt aus dem vorstehenden Beispiel ist.

Diese Definitionen implizieren, dass die iiblichen Kommutativitdts- und Assoziativititsgesetze fiir
die Addition und das Assoziativitdtsgesetz fiir die Multiplikation gelten, d.h. wir haben fiir alle
Matrizen A, B, C passender Grosse:

A+B = B+ A
A+(B+C) = (A+B)+C
A-(B-C) = (A-B)-C,

wihrend das Kommutativitéitsgesetz fiir die Matrizenmultiplikation nicht gilt, d.h. i.A. ist:
AB # BA.

Finde zur Ubung zwei 2 x 2-Matrizen, deren beiden Produkte nicht gleich sind!

Diagonalmatrizen sind spezielle quadratische Matrizen A = (ag;) € R™" mit der Eigenschaft, dass
nur die Diagonaleintrige ayi, von Null verschieden sein kénnen, wiahrend alle Nicht-Diagonaleintriage
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verschwinden: ax; = 0, falls k # [. Die Einheitsmatiz oder Identitdt I € IR™™ ist die spezielle
Diagonalmatrix, deren Eintréige allesamt gleich Eins sind:

100 --- 00

010 -- 00
I:

0 00 01

Multiplikation einer beliebigen Matrix A = (ag;) € R™™ mit der Identitdt I € R™™ ergibt daher

Immer
A- 1T = A.

Eine weitere wichtige Basisoperationen auf Matrizen ist die Transposition: Transposition einer
Matrix A = (ag;) € R™™ ergibt die m x n-Matrix, bezeichnet mit A7, die dadurch entsteht, dass

man die Zeilen von A als Spalten von A7 nimmt:

aix a2 - A1m aii a1 e an1

a1 a2 - a2m ai2 a2 an2
A= ) . ) ) liefert AT =

anl1 AaAnp2 - Qapm Gml Om2 " OGmn

Beispiel:

1 0
1 2 . T
A= (0 3 1/\/§> liefert A = (\35 1/%) .

Offensichtlich ergeben sich zwei einfache Beobachtungen:
e Das Transponieren eines Spaltenvektors ergibt einen Zeilenvektor und umgekehrt.
e Doppeltes Transponieren hat keinen Effekt: (AT)T = A.

Quadratische Matrizen mit der Eigenschaft AT = A heissen symmetrisch, bei ihnen @ndert also das
Vertauschen von Spalten und Zeilen nichts.

Beispiel:

12\ . r (1 2
A= <2 3) ist symmetrisch, denn A~ = (2 3>.
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A.3 Verwendungsbeispiele

Wir wollen zwei sehr einfach Félle betrachten: die Matrixdarstellung linearer Gleichungssysteme
und die Drehung eines Vektors in der Ebene.

Beispiel: Matrixdarstellung linearer Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem aus n Gleichungen fiir die n Unbekannten z1, ... ,z, hat die allge-
meine Form

anxy + apxra + -+ awr, = b
211 + A99xo + -+ + aopx, = by
Ap1T1 + an2x2 + -+ QupTp = bn-

Unter Ausnutzung der obigen Regeln fiir die Matrizenmultiplikation kénnen wir das umschreiben
in die Matrixform des linearen Gleichungssystems:

Ax =b.

Dabei sind A = (a;;) € R™" sowie b = (b;) € R™! gegeben und z = (z;) € R™' gesucht.
Das Gleichungssystem konnte z.B. fiir n = 2 lauten

1+ 222 = 0

—x1 +3r2 =

Das ergébe dann

Beispiel: Drehung eines Vektors in der Ebene

= ()=

als Vektor in der Zeichenebene aufgespannt durch ein x;-zs-Koordinatensystem dargestellt. Mit
dem Winkel @ zwischen v und der x1-Achse erhalten wir nach den elementaren trigonometrischen
Regeln:

In Abbildung 5 ist der Spaltenvektor

v = V5 cos
vy = V5 sina

Wir wollen diesen Vektor um einen Winkel ¢ im Uhrzeigersinn drehen. Wiederum nach den ele-
mentaren trigonometrischen Regeln hat dann der Ergebnisvektor

= (2)
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X A
2 T
Vv
1L
LT /02 rad
v
@ 1
a |
% i >
1 v X1

1

Abbildung 5: Drehung eines Vektors v um den Winkel ¢ im Uhrzeigersinn.

die Eintrige

o1 = Vb5 cos(a—¢) = V5 (cosa - cosp + sina - sin @)
by = Vb5sin(a—¢) = V5 (sina - cosp —sing - cos ),

oder

U1 = cos¢- vy + sing - vy

U9 = —sin¢g- vy + cos¢ - vo,

was wir vereinfacht ausdriicken konnen als

0 =C-v, mit C:<cosqﬁ sin¢>.

—sin¢g cos¢

Die Transformationsmatriz C hat eine interessante Eigenschaft, es gilt ndmlich:
cfc=cc” =1

Matrizen mit dieser Eigenschaft nennt man orthonormal oder Drehmatrizen. Sie spielen in vielen
Bereichen eine wichtige Rolle.
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B Beispiel zur Modellierung: Auslenkung einer Saite

Dieser Anhang ist wiederum nur fiir die in besonderem Mafle Interessierten bestimmt und wird
nur in Abschnitt 4.1 benétigt und ist dort auch nicht zentral. Trotzdem ist es wichtig auch einmal
genauer iiber den Vorgang der Modell-Erstellung nachzudenken. Das Folgende ist ein Beispiel fiir
diesen Vorgang.

Wir betrachten eine beidseitig eingespannte Saite der Lange L > 0. Unser Ziel ist es, ein mathematisches Modell her-
zuleiten, welches es erlaubt, die Auslenkung u : [a,b] — R (Einheit: Meter) durch eine gegebene vertikale Kraftdichte

f:[a,b] = R (Einheit: §2¥°) zu berechnen.

Wir betrachten als erstes die Ruhelage.

Y

| -

|
q
Y al

P L

In diesem Fall heben sich in jedem Punkt P auf der Saite die angreifenden Kifte o und —o auf. Wir gehen im
folgenden davon aus, dafl die Spannung in Ruhelage |o| bekannt ist.

Als zweites Teilproblem betrachten wir die Auslenkung durch eine vertikale Punktkraft F; = (;1) inz1 € (0,L)

Yy
A —
Fy
P
N | O‘,,,
o¢ :
C U1
a\ | ! -
1 L

Kriftegleichgewicht in P bedeutet: ;l + a + = 6 (Kréftebilanz).

Wir berechnen die y-Komponente von o= (0“) Es gilt

oLy
oLy = —|ou|sina .
Fiir kleine Auslenkungen U; = 0 gilt
lou| ~ | o] (Spannung in Ruhelage)
und
. U, U
arx(0=>crzxr =>siha=—~ —
T
also insgesamt
o1y~ —o) L
Ly Z1
Analog erhilt man
N Uz
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Einsetzen in die Kraftebilanz liefert

N 1 1
= r o~ — — Fy .
0=o01y +ory+F1 |o|U; (m1+L—I1>+ 1

Jetzt kommt ein naheliegender Schritt. Wir setzen einfach

- 1 1 |
—lolU; | — F,=0. 2.1
lo| 1<CC1+L—CC1>+ 1 (2.1)
Dadurch machen wir einen Fehler, den sogenannten Modellfehler. Aus unseren Uberlegungen folgt, da der Modell-
fehler ,klein“ ist, solange U; ,klein“ ist. Eine quantitative Kontrolle haben wir nicht.

Aus (2.1) kénnen wir Uy ausrechnen.
L —
1= E -z Aml)ml Fr.
lo|L
Durch eine weitere Kriftebilanz bestétigt man, dafl die Auslenkung Ui(z) auf [0,z1] und [z1, L] linear sein muf
(Ubung). Das bedeutet

Ul(a:) = K(J}‘,le)Fl 9

%Fl 0<z<umz

K(z,z1) =

%F& :clgng

Als drittes Teilproblem betrachten wir nun die Auslenkung durch zwei vertikale Punktkriifte, nimlich F; = ( 121) in

z1 € (0,L) und F2 = (192) in z2 € (0, L).

Im Falle Uy = 0 und Uz = 0 gilt fiir das resultierende Inkrement Uz (x)
Us(z) = K(z,z2) F>
und daher fiir die gesamte Auslenkung u? (z)
u® (z) = Uy () 4+ Us(z) = K(z,21)Fy + K(z,22)F> .
Wir machen einen zweiten Modellfehler und setzen

u? (z) = Uy (z) + Us(z) = K(2,21)F1y + K(2,22)F .

Jetzt schlieen wir von 2 auf n Punktquellen. Dazu sei

O=xp<m1 < - <zp-1<xTp =1L
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N

eine Zerlegung von [0, L] und es seien FY,...,F,_1 vertikale Punktkrifte in zo,...,Zn—1. Induktive Anwendung
unserer Argumentation aus dem vorigen Schritt liefert fiir

kleine Auslenkungen u'™ (z)

die Darstellung

ul™ (z) = 2 Ui(z) = i K(z,z:)F; .

Wir kommen zum letzten Schritt unserer Herleitung. Gegeben sei eine

vertikale Kraftdichte f : [a,0] — R .

Wir approximieren f durch

Fi = f(xs)(zig1 — x4) i=0,...,n—1.

Die Auslenkung durch die entsprechenden vertikalen Punktkréfte ist

n—1

W™ (@) = 3 K(a,w) f(e) (@i — ) - (22)

1=0

Als Modellierer gehen wir davon aus, daf§ diese Summe fiir

max (41 —x;) — 0
i=0,....n—1

und jedes feste x € [a, b] gegen

L
/ K (2,€)f(6)dE = u(x) (2.3)

konvergiert. Das ist unser gesuchtes Modell.

Bemerkungen:

Als Mathematiker wissen wir aus der Analysis I, daf} fiir stetige f die Riemannsche Summe (2.2) gegen das
Integral (2.3) konvergiert.

Ist f nicht Riemann-integrierbar, so ist das Integral in (2.3) nicht definiert. In diesem Fall ist unser Modell
mathematisch sinnlos.

Unser Modell (2.3) liefert fiir alle stetigen Kraftdichten f eine Auslenkung w, ist also fiir alle stetigen f
mathematisch sinnvoll.

Aufgrund der Herleitung wissen wir, dal das Modell nur fiir ,geniigend kleine“ f physikalisch sinnvoll ist.
Eine genaue Quantifizierung von , klein“ haben wir nicht hergeleitet.

Die Herleitung von (2.3) iiber (2.2) liefert ein numerisches Verfahren zur Approximation von u gleich mit.
Das ist typisch. Dieses Verfahren ist jedoch meist nicht besonders effizient, d.h. Aufwand und Genauigkeit der
Approximation stehen in keinem guten Verhiltnis. Auch das ist typisch. Bevor wir anspruchsvollere Verfahren
entwickeln und verstehen kénnen, haben wir allerdings ein paar Vorbereitungen zu treffen. Das ist allerdings
Inhalt der Vorlesung Computer-orientierte Mathematik II.



