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1 Vorbemerkungen

Dieses Skriptum soll die Vorlesung “Computerorientierte Mathematik I” begleiten. Diese Veran-
staltung wird gemeinsam fiir Studierende der Mathematik im 1. Semester und fiir Studierende der
Bioinformatik im 3. Semester angeboten. Zusammen mit der Nachfolgeveranstaltung “Computerori-
entierte Mathematik II” soll sie eine moglichst elementare Einfithrung in den Bereich der Mathema-
tik bieten, der sich mit den Problemen und Moglichkeiten der Computernutzung auseinandersetzt.
Der Bogen der Computernutzung spannt sich heute von der Simulation realer Anwendungen — wie
z.B. der Wettervorhersage mittels Computersimulation — bis hin zum automatischen Beweisen.

In einer zweistiindigen Vorlesung miissen wir uns also auf Teilgebiete einschréanken, in denen die
Probleme und Moglichkeiten der Computernutzung in besonderem Mafle zentral sind und in denen
sich pragnante Einsichten mit einer Darstellung zentraler Begriffe verbinden lassen.

1.1 Worum geht es?

Die vielleicht wichtigsten Begriffe sind dabei die Folgenden:

1. VerléaBlichkeit, Sicherheit und Genauigkeit:

In wie weit kann man computergenerierten Ergebnissen trauen? Welche computer-spezifischen
Fehlerquellen lassen sich ausmachen, lassen sich diese eliminieren und wenn nicht, wie kann
man sie kontrollieren?

2. Effizienz:

Wenn ich ein Problem mit dem Rechner verlédfllich 16sen kann, kann ich es dann auch schnell
und verlaflich 16sen? Losungen werden nur dann von praktischem Interesse sein, wenn sie in
der Zeit, die ich zur Verfiigung habe, auch berechnet werden kénnen.

Um diese zentralen Begriffe wollen wir die Vorlesung also aufbauen; die mathematischen Teilge-
biete werden also nach ihnen ausgewihlt. Die Teilgebiete, die nach der Meinung der Autoren in
einem Skriptum zur Computerorientierte Mathematik vor diesem Hintergrund vor allen anderen
angesprochen werden sollten, sind:

e Numerische Mathematik,

e Diskrete Mathematik,

e Computeralgebra,

natiirlich nicht notwendig in dieser Reihenfolge.

In der Tat bilden Probleme aus der numerischen Mathematik in diesem Skriptum den Schwerpunkt.
Wir werden uns zentral mit den Konsequenzen der Tatsache auseinandersetzen, dass heutige Rech-
ner die Zahlen nur bis zu einer bestimmten Linge (Gréfie, Genauigkeit) korrekt darzustellen erlau-
ben. Die Konsequenz der daraus resultierenden Rundungs- oder Abschneidefehler wird detailliert
zu diskutieren sein und bestimmen wesentliche Teile der Kapitel 2 und 4.




2 Vorbemerkungen

Im Vergleich zur numerischen werden wir die diskrete Mathematik nur “streifen”. Das ist haupt-
séchlich der zur Verfiigung stehenden Zeit geschuldet. In Kapitel 3 werden wir Aspekte der diskreten
Mathematik beriihren, wenn wir die Begriffe “Komplexitdt” und “Effizienz” zu erarbeiten versu-
chen.

Leider wird die Computeralgebra in diesem Skriptum nicht vorkommen. Diese Tatsache ist wieder-
um der knappen Zeit geschuldet, aber auch dem Unvermogen der Verfasser eine in die zeitlichen
Vorgaben passende Kurzdarstellung eines Aspektes zu erstellen. Nichtsdestoweniger ist sie zu be-
klagen und wir hoffen in zukiinftigen Versionen Abhilfe schaffen zu kénnen.

1.2 Programmieren in Matlab

Ein weiterer wesentlicher Teil einer Veranstaltung “Computerorientierte Mathematik” ist die Pro-
grammierung: Jede(r) Teilnehmer(in) muss grundlegende Kenntnisse der Programmierung in MAT-
LAB erwerben, einmal um die Veranstaltung formal erfolgreich abschliessen zu kénnen, zum anderen
(und viel wichtiger) um die in der Vorlesung vermittelten Einsichten selbst am Rechner nachemp-
finden zu kénnen.

Wir werden uns daher die gesamten ersten Wochen des Semesters mit der Einfithrung in grundle-
gende Elemente von MATLAB beschéiftigen. Wenn Sie sich als Neuling im Bereich “UNIX-Nutzung”
und/oder “Programmierung” bezeichnen wiirden, dann sind Sie eingeladen, ja aufgefordert, die
angebotenen betreuten Rechneriibungen zu nutzen.

Dieses Skriptum enth&lt keinen Abschnitt iiber MATLAB; Grundlage der Einfiihrung in die Pro-
grammierung in MATLAB unter UNIX ist das Skriptum

J. Behrens und A. Iske. MATLAB. FEine freundliche Einfiihrung. Version 1.1. TU Miinchen,
siehe auch http://www.mathematik.tu-muenchen.de/m3/

das wir entweder gedruckt oder elektronisch fiir Sie bereithalten.

1.3 Wiederholung: Matrizen und Vektoren

Die grundlegende Datenstruktur in MATLAB ist die der Matrix. Im Allgemeinen sollten die zum
Verstédndnis der Vorlesung und der MATLAB-Einfithrung notwendigen Grundlagen der Matrizen-
und Vektorrechnung aus der Schule bekannt und geldufig sein. Da das im Speziellen leider nicht
immer der Fall ist, wird die Vorlesung diesen Aspekt zu Beginn kurz wiederholen. Eine kurze
Zusammenfassung findet man in Anhang A.




2 Kondition und Stabilitiat

Zum Aufwirmen beschiftigen wir uns mit einem (scheinbar) einfachen Problem.

Problem 2.1 (Polynomauswertung)
Gegeben seien das Polynom

fz,y) = 2® + 12zy° — 8y> — 62%y (2.1)

und die Argumente
x =10 000 000, y=4999999 .

Gesucht ist der Funktionswert f(z,y).

Eine Berechnungsvorschrift liefert die direkte Umsetzung des Problems in ein MATLAB—Programm.

Algorithmus 2.2 (Auswertung von f = 3 + 12zy? — 8y — 622y)

clear all,;
x = 10000000
y = 4999999

format long e;
f =x73 + 12*kx*xy~2 - 8*%y~3 - 6*x"2*y

Algorithmus [2.2] liefert das Ergebnis:

x =
10000000

y =
4999999

f =
524288

also f(x,y) = 524288.

Unter Verwendung der binomischen Formel
(a+0)® = a® + 3a®b + 3ab® + b*
konnen wir die Darstellung von f(x,y) umschreiben in
fla,y) = (z—2y)° . (2:2)
Diese Darstellung fiihrt auf das folgende MATLAB—Programm.

Algorithmus 2.3 (Auswertung von f = (z — 2y)3)
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clear all;
x=10000000

y= 4999999
format long e;

f = (x - 2%y)~3}

Dieses Programm liefert

x =
10000000
y =
4999999
f =
8

Offenbar ist fiir z = 10 000 000 und y = 4 999 999 gerade y = %x — 1 und damit das Ergebnis von
Algorithmus [2.3] richtig.

Wir wollen verstehen, weshalb Algorithmus ein so dramatisch falsches Ergebnis liefert. Beide
MATLAB—Programme kommen mit

e Darstellung von Zahlen im Rechner

e Auswertung der Grundrechenarten im Rechner

aus. Hierbei muss es allem Anschein nach bei Algorithmus [2.2| ernste Probleme geben. Wir wenden
uns zundchst dem ersten Punkt zu.

2.1 Zahlendarstellung und Rundungsfehler
2.1.1 Ganze Zahlen (integer)

Zur Darstellung einer ganzen Zahl z sollen N Bits

’ dyv—1dn—2 -+ do|, d; =0,1

verwendet werden. Man spricht von einem Bitmuster.

Wir beginnen mit der Darstellung natirlicher Zahlen als unsigned integer. Bei dieser Darstellung
entspricht jedes Bitmuster in folgender Weise einer Zahl

N-1
dy—1dN—2 - do| = E d; 2"
1=0
———
Bitmuster dargestellte Zahl

Bemerkungen:
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e Das Bitmuster 148t sich als Dualzahl lesen.

e Bei gegebenem N umfasst der darstellbare Bereich alle ganzen Zahlen z mit der Eigenschaft

ZmiDZOSZSZmaXZZN_1~

e Alle ganzen Zahlen im darstellbaren Bereich werden exakt dargestellt.

Beispiel:
Wir betrachten den Fall N = 4.

0000 =0
0001 =1
0010 = 2

1111 =15=2*-1

Als néchstes beschreiben wir die Rechnerdarstellung ganzer Zahlen als integer. Mit Blick auf die
obige Darstellung nichtnegativer Zahlen liegt zunéichst folgende Darstellung nahe

N-2
s|dy—2dn-3 --- do|=(—1)° Z ;i 2"
=0

Ein Vorzeichenbit s entscheidet, ob die dargestellte Zahl negativ ist oder nicht. Mit den iibrigen
Bits wird verfahren wie bisher. Wieder werden alle ganzen Zahlen im darstellbaren Bereich

Zmin = _(2N71 - 1) <z< Zmax — 2N71 -1
exakt dargestellt.
Beispiel:
Wieder sei N = 4.
0000 =0 1000 =0
0001 =1 1001 = —1
0111 =7 1111 = —7=—(2°-1)

Die obige Darstellung hat folgende Nachteile

— Die Darstellung der 0 ist nicht eindeutig.
— Die Subtraktion ist nicht ohne weiteres auf Addition zuriickzufiihren.

Aus diesen Griinden verwendet man in der Praxis nicht die oben beschriebene Darstellung nicht-
positiver Zahlen, sondern die folgende Darstellung negativer Zahlen im Zweierkomplement:
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Ldy_y -+ do|=— 1+ (1—dy)2

Beispiel:
Es sei wieder N = 4.

2
1111 L-(HZO-T’) =1

1o = -1 + 1 ) =-2

2
1000 = — (1 +Z2"> —

Fine gegebene, negative Dezimalzahl codiert man im Zweierkomplement durch Dualdarstellung,
Umklappen der Bits und Addition von 1:

-3 = —0011 = 1101
Dezimalzahl Dualdarstellung Bitmuster

Der darstellbare Bereich ist bei gegebenem N

N—-2
Zmin=—2""1=—[14>"1.2"| <z< 1.20=9N-1 1 —, .
=0

Praxis: Intel-Prozessoren verwenden das Zweierkomplement mit N = 16, 32, 64 Bits (short, word, long integer).
Im Falle von word—integer ist

Zmin = =257 x —2.1-10° | Zmax = 422271 & 2.1-107 .
Der Versuch einer Integer—Darstellung ganzer Zahlen mit der Eigenschaft
2 < Zmin bDZW. 2> Zmax
fithrt zu underflow bzw. overflow. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, mit underflow bzw. overflow umzugehen:
a) Fehlermeldung
b) Weiterrechnen mit
Z=zmod m (Rest bei Division von z durch m).

Dabei ist m = Zmax — Zmin + 1.

Bei MATLAB wird nicht mit integer—Darstellungen gerechnet. Ganze Zahlen werden wie reelle Zahlen behandelt.

2.1.2 Reelle Zahlen (real)

Die integer—Darstellung ganzer Zahlen, die im darstellbaren Bereich liegen, ist exakt. Programme
zur symbolischen Formelauswertung, wie z. B. MAPLE, erméglichen exakte Darstellungen auch fiir
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rationale Zahlen (Paare von ganzen Zahlen), algebraische Zahlen (Tupel von ganzen Zahlen) und
einige transzendente Zahlen (iiber entsprechende Funktionen). Dieser Weg fiihrt in die Computer—
Algebra und wir wollen ihn hier nicht weiter verfolgen.

Unser Ziel ist es, mit N Bits eine moglichst genaue, aber im allgemeinen nicht exakte, Darstel-
lung reeller Zahlen zu erméglichen. Eine solche Darstellung bildet die Grundlage von numerischem
Rechnen.

Definition 2.4 Gegeben seien

Basis: qeN q>2
Bereich darstellbarer Exponenten: [€min, €max) N Z
Mantissenlinge: {eN

Ldsst sich dann eine Zahl x € R mit

Exponent: [€min; €max] N Z
4
Mantisse: a= Zaiqﬂ, a;=0,...,q—1, a1 #0
i=1
Vorzeichenbit: se€{0,1}

in der Form
z=(-1)%q° (2.3)

schreiben, so heifst & Gleitkommazahl. Die Darstellung (2.3) heifit normalisierte Gleitkommadarstellung
von . Die Menge aller Gleitkommazahlen nennen wir G, genauer G(q, 4, [eémin, €max))-

Bemerkungen:
e Die Codierung einer Gleitkommazahl im Rechner erfolgt tiber die normalisierte Darstellung. Man hat dazu
das Vorzeichenbit s, die Mantisse a, also a1, ..., ar, und den Exponent e, also eine ganze Zahl, zu speichern.

e Ist T = aq® € G, so gilt offenbar
~ e E
T =aq" = Aq

mit A =a ¢’, E = e — j und beliebiges j € Z. Die Normalisierung ¢~ < a < 1 sichert die Eindeutigkeit der
Codierung im Rechner.

Beispiel:

Wir betrachten den Fall ¢ = 2. Dann kann wegen a; € {0,1}, i = 1,...,¢ die Mantisse direkt als
Bitmuster abgespeichert werden. Wegen a1 # 0 ist notwendigerweise a1 stets 1 und mufl nicht mit
abgespeichert werden. Dazu kommen ein Vorzeichenbit und die integer—Darstellung des Exponenten
e als Bitmuster der Lénge M.

slag -+ agley—1ep—2 -+ eo| = (—1)%a2° .

Ist zum Beispiel £ = 5 und M = 3, so wird die rationale Dualzahl —110.11 mit N =1+ ({—1)+ M
Bits wie folgt im Rechner dargestellt
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—110.11 = —0.11011 2* =| 11011 | 011

Praxis:

q l €min €max
IEEE-Arithmetik (float) 2 24 -127 128
IEEE-Arithmetik (double) 2 53 -1023 1024
Cray—Rechner 2 48,96 -16384 8191
Wiss. Rechner 10 10 -98 100
IBM System/309 16

Offenbar gilt fiir jede Gleitkommazahl &
R €min—1 i~ -0 €max .
Zmin = ¢ S ‘LL’| S (]— —q )q = Tmax -

Im Falle von |Z| < @pin bzw. |Z| > Tmax gibt es underflow bzw. overflow. Tritt underflow auf, so
wird bei den meisten Rechnern mit & = 0 weitergerechnet, overflow fithrt auf ¥ = inf (infinity)
und damit auf mehr oder weniger sinnlose Ergebnisse.

Beachte, daf} bei ¢ = 2 schon eine Exponentenléinge von M = 4 ausreicht, um genauso grofie Zahlen
darstellen zu konnen wie mit einer 32-Bit—integer—Zahl. Diese Vergroflerung des darstellbaren Be-
reichs wird damit erkauft, dafl nun natiirlich nicht mehr alle ganzen Zahlen x mit Ty, < T < Tmax
exakt darstellbar sind.

Beispiel:
Wir betrachten diesmal ¢ = 2, £ =2 und M = 5. Dann ist die ganze Dualzahl

z =101 = 0.101 2°

nicht in G, da die Mantisse a = 0.101 nicht mit ¢ = 2 Bits darstellbar ist. Es liegt nahe, in solchen Féllen zu runden

und genau das wird auch gemacht.

Satz 2.5 Es sei q ein Vielfaches von zwei. Zu jeder Zahl x € [Tmin, Tmax], |2| > ¢°min, existiert ein
rd(z) € G mit relativem Fehler

e —rd@)] _ 1 o)

=: eps.
ERE P
Die Zahl eps heifst Maschinengenauigkeit.
Beweis: Sei 2 € [Zmin, Tmax] und ohne Beschriinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) z > ¢°™i»  dann existieren
a*:Zaiqﬂ, a; €40,...,q—1}, a1 #0,
1=1

und € € [emin, €max], SO daf
z=a"q" .

Beachte insbesondere, daf aus ¢ > a*¢® = x > ¢°™» die Abschétzung e > emin folgt.
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Runden von a* auf ¢ Stellen

¢ ) 0 falls agr1 < 2q
a= Z aiq '+ . 2
i1 q- falls ag+1 > %q
liefert 1
la —a*| < Qq_z . (2.4)

Zum Beweis von ([2.4]) betrachten wir zwei Fille.
Fall 1:  as41 < 3q (abrunden).

Wegen %q € Nist dann agy1 +1 < %q. Daher gilt

0 .
= Z aiqil

oo
* —1
la* —a| = E aiq
=11 =11
oo
—(e+1 —j
=q¢ @ + ) ajpeng?
i=1
1

< qi(é+1>(a/z+1 +1) < 5(17

Fall 2:  a¢41 > 1q (aufrunden).

oo
" —al=1] > ag ' —q" ‘
i=0+1
<D ajeg T =g
j=1
= <1 - Zaj-uzq ) q
j=1
_ _ 1 _ 1 _
<(l-amg g <(1-<)a=5¢"
2 2
Damit ist (2.4)) bewiesen.
Wir setzen
rd(z) = aq
Nun miissen wir zeigen, daf}
rd(z) € G (2.5)
gilt. Im Falle ¢7! < a < 1 ist das klar.
Beim Aufrunden kann aber noch der Fall a = 1 auftreten, falls a1 = a2 = ... = a¢ = ¢ — 1 vorliegt. Dann ist rd(z) =1

g° = 0.1 ¢°! € G, falls € < emay ist. Der Fall e = emax steht aber im Widerspruch zu z € [Zmin; Tmax]. Damit ist
auch (2.5)) erledigt.

Nun folgt aus (2.4]) sofort

|z —rd(z)] = |a” - alg"
1
< = e—2{
> 2q

Weiter gilt wegen a; > 1
2| =|a*|¢° > a1q” 'q" > ¢° "

und insgesamt

-y
= 2q =eps .
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Bemerkung: Die Abbildung
rd : [xminyxmax] -G

ordnet jedem z € R genau eine Gleitkommazahl Z = rd(z) € G C [Zmin, Tmax] 2.

Offenbar ist
Z =rd(z) Ve e G

und daher rd ord = rd (o bedeutet die Hintereinanderausfithrung). Eine Abbildung mit dieser
Eigenschaft heifit Projektion.

Beim Auswerten von rd(z) wird auf ¢ Stellen gerundet. rd(z) hat also ¢ giiltige Stellen (im g¢—
System).

Bemerkung: Vor allem in der Ingenieurliteratur wird der relative Fehler oft in Prozent angegeben. 1% Fehler

bedeuten zum Beispiel
|z — | < 1 .
|| — 100

Es existiert ein € € R mit
rd(z) = (1+¢)x le| > eps.

Achtung: Der absolute Fehler
2 —1d(x)] < [wleps

wichst mit |x].

Offenbar kann es vorkommen, dafl verschiedene Zahlen x,y auf dieselbe Gleitkommazahl & =
rd(z) = rd(y) gerundet werden: Die Abbildung rd ist nicht injektiv!

Satz 2.6 Es sei
T=a¢* €G.
Dann gilt & = rd(zx) fir alle x mit der Eigenschaft

—r<z—z<r, Tziq

Beweis: Es sei
¢
Z=aq¢"=4q° Z aiq "
i=1

und

¢
z=q° <Zaiq_i +w> =a"q¢° .
i=1

Ist Z = rd(z), so folgt aus (2.4) sofort |a — a*| = |w| < 1¢~*. Beim Abrunden gilt sogar das Kleinerzeichen, also

1
2

1 1
N < < =
9 =W=3d
Also ist
71 672<m7§7_ ew<1 e—¢
2‘1 > =q 2(1

Bemerkung: Die Gleitkommazahl Z reprisentiert ein ganzes Intervall reeller Zahlen E(Z) = [z —
~, _ 1 e—¢
rE+r), r=35¢""
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|

|— {
| e

- T =aq N

+~

Im Sinne der Aquivalenzrelation (symmetrisch, reflexiv, transitiv)

Y D rd(z) = rd(y)

12

x
sind alle Zahlen x € E(Z) dquivalent.

Gleichheit von x und Z im Rahmen der Gleitkommadarstellung bedeutet also x € E(z), d.h. = ist
gleich z, falls x € [ — r, & + r]. Deshalb sind Abfragen der Form x == % kritisch und sogar falsch
und sollten durch einen Ausdruck der Gestalt |x — %| < r ersetzt werden.

Merke: Rechnen mit Gleitkommazahlen € G bedeutet Rechnen mit Intervallen E(z) C R.

2.2 Kondition
2.2.1 Relative Kondition

Wir wollen untersuchen, wie sich Rundungsfehler in den Eingabedaten auf die Ergebnisse der
Elementaroperationen +, —, -, / auswirken.

Dabei betrachten wir nur den relativen Fehler und setzen & = rd(x).

Addition: Es seien x,y > 0
(@+y) - @+Yl _ -2+ —9| _ |z -2 +]y |

|z + y| |z + y| - |z + ]

S O e P I B |
lz+yl |z lz+yl |yl

< $|+|y|max{lfﬂ—w| Iy—yl}

|ty lz[ 7 |yl

_ { [z =2 |y -9l }
= max , .
] [yl

Der relative Fehler wird nicht vergrofiert!

Subtraktion: Sei x —y # 0 und z,y > 0

(z—y)—@-gl _ [z[ |z-7] lyl ly—yl
El o=yl 2l =yl Jyl
< x|+|y|max{lﬂf—$\7 Iy—yl} .
e |z |y
Offenbar gilt
xzyiM>>1.

|z — y|
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12
Folgerung: Bei Subtraktion nahezu gleich grofler Zahlen kann der Verstarkungsfaktor iiber alle

Grenzen wachsen. Man spricht von Ausldoschung.

Beispiel:

Wir gehen aus von ¢ = 4 giiltigen Stellen im Dezimalsystem. Also ist die Maschinendarstellung von = = % gerade

T = 0.3333. Weiter sei y = ¢y = 0.3332. Wir erhalten
& —§=0.0001 =0.17??-107% |

also statt vorher vier nur noch eine giiltige Stelle! Der Rechner gibt im allgemeinen statt ,,?“ irgendeine Zahl aus.

Es gibt keinen Grund fiir deren Richtigkeit! Man kann nachrechnen, daf§ in unserem Beispiel die Verstirkung des

relativen Fehlers bei ilO4 liegt.
Multiplikation: Es gilt fiir z,y # 0
oy — 29] _ <2+max{\ —l !y—y!}>max{!m—w!7 !y—y!}
|zy| |z [yl |z [yl
(itbung). Offenbar ist
lim <2+max{|$_$|, |y_y|}> =2,
T2,y |z| |yl
d.h. kleine relative Fehler in z,y werden bei Multiplikation nur wenig vergrofiert.
{\iv—fc\ \y—zﬂ}
"yl

||

Division: Fiir z,y # 0 und ¢ # 0 berechnet man
lely—y\> < <1Jr !yllﬂf\) s
|z[9]

< ‘g‘ (’m_:ﬂ + .
T Y| lyl|9]
!y\lx!) _ 5

und es gilt
lim <1 + ~
T, gy |z |9]

18

z
vy oy

<8

Kleine relative Fehler in x,y werden also bei Division nur wenig vergroflert.

A

TS
Ungenauigkeit des
Resultats

urspriingliche Ungenauigkeit,
z.B. Eingabefehler

Abbildung 1: Die Kondition mifit die Verstirkung der Ungenauigkeit durch die Operation f.

Aus den obigen Beobachtungen destillieren wir nun den zentralen Begriff dieses Abschnitts.
S Tp)-

Definition 2.7 Gegeben sei eine Funktion f:R™ — R und das Problem

Auswertung von f(x) # 0 fir die gegebenen Daten x = (x1,
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Zu jedem € > 0 gebe es eine Zahl ko (€), so dafs

@) - @ P
AP —Z T8 e, L et S o 1 O 2.6
Fy] = @ maxy o BN (2:6)
fir alle & = (Z1,...,&y,) € R™ mit
max{|x1_j1| ’$n_jn|}<€
w0 e S S

Zudem gebe es zu jedem & > 0 ein solches T, so daf in (2.6) Gleichheit gilt. Dann ist
Krel := lim Ky (€)
e—0

die relative Kondition von . Im Falle k.o > 1 heifst schlecht konditioniert (beziiglich des
relativen Fehlermajes), sonst gut konditioniert.

Bemerkung: Ist schlecht konditioniert, so liegt eine unvermeidbare Fehlerverstirkung vor. Es
bewirken kleine Stérungen der Daten grofie Storungen des Resultates.

Bemerkungen:

e Die Kondition ist abhiingig von der Aufgabenstellung (hier: Auswertung einer Funktion f) und den Daten
(hier: z1,...,%n).

e Lisst man Bedingung (ii) in Deﬁnitionweg, so erhélt man nur eine obere Schranke fiir die relative Kondition
Krel-

Beispiel:
Der skalare Fall n =1
Sei f: R — R differenzierbar in z € R und f(z) # 0. Dann gilt fiir beliebiges Z € R,  # «,

@) - 1@ e
@ @
it @) — F@)] lal
N xT) — X X
oo @ =T T
Nach Definition der Ableitung gilt
1

lim firel(2) = |/ ()

s—w [/ ()]

Wie ldsst sich dieses Resultat interpretieren?

Beispiel: Addition
Im Falle der Addition positiver Zahlen, also f(z1,22) = 21 + 22 mit z1,z2 > 0, haben wir

[(z1 4+ z2) — (Z1 + Z2)|
|x1 + x2]

< Krel(Z1, Z2) max { o1 = 31| J2z = | }

21 £

mit Krel(Z1,Z2) = 1 gezeigt. Im Falle z1 > &1, z2 > T2 und |21 — Z1|/|z1| = |x2 — Z2|/|z2| gilt Gleichheit. Also ist
nach Definition Krel = Firel(Z1,Z2) = 1.

Beispiel: Subtraktion
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Bei der Subtraktion haben wir f(z1,z2) = x1 — x2 mit z1, 22,1 — x2 > 0. Wir haben gesehen, daf

(w1 = @2) = (@1 = 22)| Fore1 (£1, 72) max { |21 = 3] |2 = o } Vi1, 72 € R (2.7)
w1 — @2 |21 |2|
mit
-~ 1|+ |
Forel (1, F2) = M
|21 — @2

gilt. Analog zur Addition findet man fiir jedes £ > 0 gestorte Daten Z1, Z2 mit |x1 — Z1]| < & und |z2 — Z2| < &, fiir
welche in ([2.7) Gleichheit gilt: Die Abschétzung ist fiir beliebig kleine Stérungen scharf. Damit ist nach Definition

R |z1| + |@2]
Rrel = Kre1(1’17$2) = W .
1 — L2

Fiir z &~ y, ist die Subtraktion schlecht konditioniert, sonst aber gut konditioniert (Datenabhingigkeit!).

Beispiel: Multiplikation
Im Falle der Multiplikation, also f(x1,x2) = 122 mit x1,x2 # 0, haben wir

|$1]J2 — f1532| \azl — 571| |£L‘2 — i‘g‘

< /‘Lrel(jhféz) maX{ } Vfﬁl,fz cR

|12 1] ]

mit ~ ~
Nrel(i'ly 572) = 2 4+ max {u, u}
|| |yl
erhalten. Auch diese Abschiitzung ist fiir beliebig kleine Storungen scharf. Weiter folgt aus 7 — x1 und 5 — x2 fiir
v — oo sofort
lim kel (27, 75) = 2 = Kyel -

v—00

Beispiel: Division
Auf die Division, also f(z1,z2) = i—; mit z1,x2 # 0, ist Deﬁnitionnicht anwendbar (warum nicht?), sondern muf}
leicht modifiziert werden (wie?). Fiir Z2 # 0 erhélt man

|z2|]1

K?rel(j:hi?) =1+ — 2 = Krel -

|z1][22]

Beispiel: Polynomauswertung

Wir betrachten unser Modellproblem ({2.1)), die Auswertung von
flay) = a® — 62’y + 122y% — 8y° = (x — 29)°

in x = 10 000 000, y = 4 999 999. Da wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung noch nicht
kennen, miissen wir etwas rechnen. Es gilt zunéchst

(x—2yP° = (2—-29)° = (@—29)° —(x—2y+ @ —z—-2(7—y))*
=  Ba-2P*@E-z—-20-vy)
=3z —2y)(Z -2 -2 —y)?
@ -2 -9))

Einsetzen liefert

|(z — 29)° — (& — 2§)°|
|(z — 2y)?|

< Ky, §) max {|x—$| ly — 7 }
|z ly]
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mit

= =\ _ 3[z[+6]y| 3(|x|+2]y[)? lz—2| |y—3 (l=[+2[y]D? jo—| Jy—g] >
el (7,9) = Togy) <1+ B e { o, L o+ G s {571, o }>
Auch diese Abschitzung ist scharf fiir beliebig kleine Stérungen, und es gilt

. L 3lz| +6
lim kK (Z,9) = 3lz| + 6ly| =

T—T,J—yY |SU — 2y’ e

Einsetzen von « = 10 000 000 und y = 4 999 999 liefert

30 000 000 + 29 999 994

; =29999 997 ~ 3 - 107 > 1.

Rrel =

Unsere scheinbar harmlose Polynomauswertung ist also ziemlich schlecht konditioniert!

2.2.2 Absolute Kondition

Es mag unter gewissen Umstédnden sinnvoll sein, sich fiir die Auswirkungen des absoluten Fehlers
in den Daten auf den absoluten Fehler des Funktionswertes zu interessieren. Aufschlufl dariiber
gibt die absolute Kondition, die wir in vollstindiger Analogie zur relativen Kondition definieren

(vgl. Definition [2.7)).

Definition 2.8 Zu jedem € > 0 gebe es eine Zahl Kaps(€), so dafl

[f (@) = f(@)] < Raps () max {|z1 = Z1,..., |20 — Tnl} . (2.8)
fiir alle & = (1, ...,T,) € R™ mit
max {|x1 — Z1|,..., |zn — Tn|} <e.

Zudem gebe es zu jedem £ > 0 ein solches T, so daf$ in (2.8)) Gleichheit gilt. Dann ist
Kabs = lim Kaps(€)
e—0

die absolute Kondition von . Im Falle kaps > 1 heifst schlecht konditioniert (beziiglich des
absoluten Fehlermajes), sonst gut konditioniert.

Es gibt Probleme, deren relative Kondition schlecht, deren absolute Kondition aber gut ist und
umgekehrt!

Zusammen mit einer Konditionszahl sollte man also immer angeben, auf welches Fehlermaf (relativ
oder absolut) sich diese bezieht!

Beispiel: Der skalare Fall n =1
Sei f: R — R differenzierbar in x € R. Dann gilt fiir beliebiges & € R, & # x,

|f(@) = f(Z)] = Kabs (Z) |2 — Z|
mit
(@) = 1@

K;abs(i) = |£C — i’|
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Nach Definition der Ableitung gilt
1im Faps (2) = | £ ()] = Kans.

Wie lasst sich dieses Resultat interpretieren?

Beispiel: Multiplikation
Es gilt
|z -y — 2 | < Kaps(2) max{|z — Z[, [y — 7]}

mit Keps(Z) = |Z| + |y|. Offenbar konvergiert
Tim s () = ] + 3] = ot

und damit ist Kabs = || + |y| > Kkrel = 2, falls |z| > 1 oder |y| > 1.

2.3 3—Term—Rekursion

Schlechte Kondition tritt nicht nur in Zusammenhang mit Ausléschung auf. Als Beispiel betrachten
die folgende Aufgabe:
Finde das Folgenglied z59 der Folge xx, k = 0,1, ... mit den Eigenschaften

=1, x1=v2-1 (a)
(2.9) Tht1 + 225 —x5—1 =0, k=1,2,... (b)

(2.9) heiit Anfangswertproblem fiir die homogene Differenzengleichung 2-ter Ordnung (2.9b)), kurz
3—Term—Rekursion.

Bemerkung: x; beschreibt z.B. die zeitliche Entwicklung einer Population.
Bemerkung: Problem (2.9) hat eine eindeutig bestimmte Losung.

Es liegt nahe, ausgehend von den Anfangswerten, die Folgenglieder zj,1 mittels der Differenzen-
gleichung (2.9p|) aus z; und xx_1 zu bestimmen. Diese Idee fiihrt sofort auf

Algorithmus 2.9 (Rekursion)

function []=rekursionl

a = 2;

b =-1;

x0 = 1;

x1 = sqrt(2) - 1;
x(1) = x0;

x(2) = x1;

K(1) = 0;

K(2) = 1;
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for k = 2:50

x (k+1)
K(k+1)

- axx(k) - bxx(k-1);
k;

end

disp ’Rekursion liefert:’
x_50 = x(51)
plot(K,x,’-r’);

axis([0,50,-10,10]);

Das Ergebnis ist

x_b50=
-4.704832528316996e+02

und folgende Grafik, welche xj, iiber k = 0, ..., 50 zeigt.

Lk
2o 7

41 i

6 &

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Nach unseren Erfahrungen mit der Polynomauswertung sind wir miffitrauisch geworden und wollen
das Problem genauer analysieren. Etwas allgemeiner betrachten wir die Differenzengleichung

Tkt1 +axy +brr_1 =0 (2.10)

fiir gegebene Koeffizienten a,b € IR und Anfangswerte xg, z; € R.
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Satz 2.10 Seien A1, Ao Nullstellen des charakteristischen Polynoms

M4+al+b=0
und «a, B Losung von
oz—l—B::(:o
a1 + B =271 .

Dann gilt:

zp = aXf + BN .

Beweis: Vollstindige Induktion:
Die Fille k = 0,1 sind klar. Die Behauptung gelte nun fiir k,k — 1 mit k£ > 1. Dann folgt

QAT+ AT a(aAl + BAS) b T BT

=aN T O+ ad +b) + B8NS Fada+b) =0

Wir wollen Satz auf unser Beispiel anwenden. Das zugehorige charakteristische Polynom
M 42X-1=0
hat die Nullstellen A\ = v/2 — 1, A2 = v/2 + 1. Die Koeffizienten o = 1, § = 0 erhélt man aus

at+pB=1
ad + B8 =vV2-1.

Die Losung ist also

=M >0, k=0,1,... .

Allgemeiner liefert Satz folgenden Algorithmus:

Algorithmus 2.11 (Geschlossene Losung)

function []=rekursion2

a = 2;
b =-1;
x0 = 1;
xl = sqrt(2) - 1;

lambdal = -a/2 + sqrt(a”2/4-b);
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lambda2 = -a/2 - sqrt(a”2/4-b);
format long e

beta = (x1 - lambdal*x0)/(lambda2 - lambdal)
1 - beta

alpha

for k

1:51

y(k) = alpha*lambdal” (k-1)+betaxlambda2” (k-1);
K(k) k-1;

end

disp ’geschlossene Loesung liefert:’
x_50 = y(k)

plot(X,y,’-g’);
axis([0,50,-1,1]1);

Das Ergebnis ist

x_50=
7.264667356934908e-20

Das starke Abklingen der Folge xj zeigt auch die folgende Abbildung

1

0.8

0.6

0.4

0.2

Ty

50

Mit Blick auf die geschlossene Losung aus Satz[2.10] und das entsprechende Ergebnis von Algorith-

mus erweist sich das Resultat von Algorithmus [2.9) als véllig falsch!

Um zu verstehen wie das passieren konnte, untersuchen wir zunéchst die Kondition unseres Pro-
blems (2.9). Offenbar wird durch f(xg,z1) := 50 eine Abbildung f : R?> — R definiert. Entspre-
chend Definition berechnen wir die Losung Z59 = f(Zo, Z1) zu den gestorten Anfangsdaten

.i'o:l—i-&‘(), f1:(1+61))\1
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mit relativem Fehler g, 1 < eps. Wir erhalten die gestorten Koeffizienten
- A A ~
a:1+50<1+21>—5121, 8= (51—50)

und schliellich die gestorte Losung

A A A1
T = (1+80 <1+21> —811> )\k 5 (El—z’:‘o))\k

e ’(50 (1+%> - %) PLIES (51—50)/\2

Offenbar gilt

2 Af
Ao\ *
<|(14+X+XN " max{eq, e}
1
Wegen ’\—f %Jﬁ > 1 wichst der Verstarkungsfaktor mit wachsendem k exponentiell an! Fiir

k = 50 gilt insbesondere

_ A\
W < (1 + M+ N <)\?> ) max{e1, €2}

Die Kondition von unserer 3—Term—Rekursion ist daher
Ay 50
Krel = 1+ A1 + A1 <A > ~ 1.8-10%,
1

also unglaublich schlecht! Der Grund liegt im parasitiren Losungszweig )\]2“, der exponentiell wachst,
withrend die Losung exponentiell fillt. Dieser Sachverhalt ist in der folgenden Abbildung illustriert.
Trotz exakter Anfangsdaten fithren Stérungen von € = 0.01 jeweils ab k£ = 2,3 und 4 schnell zu
falschen Ergebnissen. Im realistischen Fall von ¢ ~ 1076 tritt dieser Effekt nur spéter ein.

1.2 T

exakt

o gestoert ab k=2
1 —0--- gestoertab k=3 | 1
- o= gestoert ab k=4

0.8

0.6~

Tk ol

Im Anhang |[C| werden wir iiberlegen, wie man das Problem so umformulieren kann, daf§ (natiirlich
aus anderen Eingabedaten!) der gesuchte Wert A5p recht genau berechnet werden kann.
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2.4 Stabilitat

In diesem Abschnitt wollen wir endlich kléren, was bei unserem Modellproblem ([2.1)) schiefgegangen
ist. Zunéchst kommen wir dazu wieder auf die Elementaroperationen zuriick.

urspriingliche Ungenauigkeit,
z.B. Eingabefehler

Ungenauigkeit der numerischen
Realisierung von f

Abbildung 2: Wihrend die Kondition die unvermeidbare Verstirkung der Ungenauigkeit durch die Abbildung f
misst, bezieht sich der Stabilitéitsbegriff auf die zusétzliche Ungenauigkeit durch die numerische Realisierung von f.

Nach Durchfiihrung jeder Elementaroperationen mufl das Ergebnis wieder gerundet werden. An-
stelle von x + y erhélt man also beispielsweise rd(Z + y) mit £ = rd(z), § = rd(y). Zu dem
(verstirkten) Eingangsfehler kommt also nach Durchfiihrung einer Elementaroperation noch ein
zusdtzlicher Rundungsfehler!

Die Auswertung eines Polynoms erfordert die geschachtelte Auswertung von Elementaroperatione-
nen. In jedem Schritt wird dabei der Eingangsfehler verstarkt und es tritt ein neuer Rundungsfehler
hinzu. Diese zusétzlichen Fehler haben wir bei der Konditionsanalyse nicht betrachtet.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, ein und dasselbe Polynom in Elementaroperationen zu zerlegen,
beispielsweise
f(z,y) = 2° — 6%y + 12zy” — 8y° = (z — 2y)°.

Je nachdem, welche Elementaroperationen vorkommen und in welcher Reihenfolge sie vorkommen,
konnen sich all die im Laufe der Rechnung auftretenden, zusétzlichen Rundungsfehler mehr oder
weniger stark aufschaukeln. Je weniger, desto stabiler ist der entsprechende Algorithmus. Wir wollen
diesen Sachverhalt an zwei Beispielen studieren.

Beispiel: Distributivgesetz

Wir gehen von ¢ = 4 giiltigen Stellen im Dezimalsystem g = 10 aus. Ziel ist die Auswertung von
flx,y,2) =x(y—2) =2y — xz xz=1111, y = 1234, z = 1233.

Die Kondition des Problems ist

lyl + 12|

ly =2

also ziemlich schlecht. Offenbar ist aber rd(z) = z, rd(y) = y und rd(z) = z. Es treten also keine Eingangsfehler auf,

die unvermeidlicherweise durch die schlechte Kondition verstirkt werden konnten.
Der erste Algorithmus beruht auf der Auswertung von z(y — z). Wir erhalten

Krel = 1 + = 2468,

rd(rd(y) — rd(z)) = rd(y — z) = rd(1234 — 1233) =rd(1) =y — 2
rd(rd(x) - rd(rd(y) — rd(z))) = rd(1111 - 1) = rd(1111) = 1111
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und damit die exakte Losung!
Der zweite Algorithmus beruht auf der Auswertung von xzy — zz. Wir erhalten

rd(rd(z) - rd(y)) = rd(z - y) = rd(1111 - 1234) = rd(1370974) = 1371000
rd(rd(z) - rd(2)) = rd(z - y) = rd(1111 - 1233) = rd(1369863) = 1370000
rd(rd(z) - rd(y) — rd(z) - rd(2))) = rd(1371000 — 1370000) = rd(1000) = 1000

und damit ein ziemlich falsches Ergebnis!

Beispiel: Polynomauswertung
Wir betrachten wieder unser Modellproblem ([2.1)), also die Auswertung von

fla,y) = 2® — 62°y + 122y* — 8y° = (z — 2y)°

in z = 10 000 000, y = 4 999 999. Wie wir schon wissen, ist die relative Kondition dieses Problems ke ~ 3 - 107.
Andererseits werden die Daten x = 10 000 000 und y = 4 999 999 exakt im Rechner dargestellt. Es treten also
keine Eingangsfehler auf. Dennoch lieferte die Auswertung von f(x,y) = 2® — 622y + 1229> — 8y® ein vollig falsches
Ergebnis, im Gegensatz zur Auswertung der Formulierung f(z,y) = (z — 2y)%. Um diesen Sachverhalt zu kldren,
wollen wir nun eine Stabilitdtsanalyse der beiden entsprechenden Algorithmen durchfithren. Dazu werden wir, genau
wie der Rechner, die Auswertung jeweils in eine Folge von Elementaroperationen zerlegen und in jedem Schritt iiber
Verstirkung der Eingangsfehler und zusétzliche Rundungsfehler Buch fithren. Um dieses etwas miihselige Geschift
zu vereinfachen, sind wir mit einer ndherungsweisen Betrachtung zufrieden und vernachlissigen dazu angesichts von
eps? ~ 10732 « eps ~ 10716 alle Terme, die eps? enthalten (schreiben aber trotzdem “=” oder “<”).

1. Moglichkeit: Auswertung von f(z,y) = (z* + 12zy?) — (62°%y + 8y°) (Algorithmus

Eingangsfehler:

ly — 4l
|l

< eps,

Auswertung von z2:

|z - x|
Rundung:
1z |;r(;ig(|m ) < eps.
Also insgesamt
W < 2eps + eps% = 3eps + o(eps).

Um die Sache etwas abzukiirzen, setzen wir

Analog zum obigen Vorgehen folgt R
Lf1(z) — [1(@)]
| f1(2)]

Genauso verfahren wir mit den anderen Produkten und erhalten

< Teps.

falw,y) = 12297, fo(@,§) = rd(12- & -rd(§-§)), L2 LEDL < Teps,

fa(w,y) = 62%y, fa(@,5) =rd(6-§-rd(@- &), LELSEDl < Teps,

i) =8°, Fa@) =rd(8 - §-rd(F-§), BEAOL < gepg

2T,y

Nun kommt die Addition positiver Zahlen
fo(@,y) = fi(@) + fo(x,y),  fs(&§) = xd(fi(Z) + (f2(F, ).
Bekanntlich werden dabei Eingangsfehler nicht verstédrkt, es kommt nur ein Rundungsfehler hinzu. Insgesamt ist also

|f5(x,y) - _];5(53,:1}”
| fs(z, y)

< Teps + eps = 8eps.
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Analog folgt

fol@,9) = fa(@,y) + fa),  fo(#,9) = rd(f3(&,9) + [(7)), 'fﬁ(w]?g(; J;)TW)‘

< 8eps.

Schliefllich kommt die Subtraktion, also

f(:r,y) = f5(m,y) - fﬁ(xay)v f(‘%vg) = rd(f5(j7g) - ff)(‘%h'g))

Aus der bekannten Abschitzung der Fehlerverstirkung bei der Subtraktion positiver Zahlem erhalten wir

F(@y) = T @) glhs@ )l +1fo(.y) ,—< | + 122y°| + 62y + 8| )
|f(z, )] <8 @) +eps= (8 o~ 2P +1 ) eps.

Das ergibt also insgesamt den Verstarkungsfaktor

gz’ 12297 + 627y + 8y°|

1~ 10*
& — 2y + > Krel

Dementsprechend miissen wir im Ergebnis mit einem relativen Fehler der Gréfenordnung
10*'eps ~ 10*' - 10716 = 10°

rechnen. Also kénnen die ersten 6 Stellen unbrauchbar sein. Genau das ist passiert.

2. Moglichkeit: Auswertung von f(z,y) = (x — 2y)® (Algorithmus .
Wir beginnen mit -
fl(‘r7y):x72ya fl(:ivg):rd(fl(‘%vg))

Unsere Fehlerverstiarkungsformel fiir die Subtraktion liefert

|f1($7y)_f1(5:7g)| < |$|+2|y|
| f1(z,y)] T |z -2y

eps + eps.

Nun kommt die erste Multiplikation, also
fola,y) = filz,y)®,  f2(2,9) = rd(fi(E9)).

Wir erhalten _
|f2($,y)_f2(i’,g)‘ <2‘$|+2|y‘
| f2(z,y)| T |z =2y

eps + eps.

Zum Abschluf} die zweite Multiplikation

fla,y) = filz,y) - fole,y),  f(@9) =rd(fi(@9) - f2(2,9).
Der gesamte Fehler geniigt also der Abschitzung

@) = f@9)l <1+2lw\ +2ly|) eps + eps = (3+4le +2\y|> eps.
[f(z,y)] |z — 2y| |z — 2y

Wir erhalten also den Verstirkungsfaktor

|z + 2ly|

o2y ~10° ~ Krel-

3+4

Um unsere Stabilitdtsanalyse numerisch zu illustrieren, betrachten wir eine leichte Modifikation des MATLAB—Programms
in Algorithmus némlich

x = 1000 0000;
y = 499 9999;
a = x"3 + 12%x*xy~2
b = 8*%y~3 + 6*x"2xy

sprintf (‘% 20.1f’,a)
sprintf (‘Y% 20.1f’,b)

f=a-b>b
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Das Ergebnis ist

3.9999900000120e+21

3.9999900000120e+21

ans =
3.9999900000120258560.0

ans =
3.9999900000119734272.0

524288

MATLAB liefert mit den obigen Werten @,b gerade die Rundung der exakten Werte a,b auf 16 Stellen genau
(Nacbrechnen mit Bleistift und Papier)! Intern werden jedoch 20 Stellen verwendet, wie die zweite Ausgabe von a
und b in einem anderen Format zeigt. Bei der Subtraktion von @ — b tritt Ausloschung auf. Der Verstarkungsfaktor
ist

a+b _8-10*
a—bl = 2

Hier findet sich also unsere oben ermittelte Fehlerverstarkung wieder. Die Tatsache, dafl 524388 gerade eine Zweier-

~ 10%

Rrel = |

potenz ist, deutet darauf hin, dafl die ausgeldschten Ziffern intern mit Einsen (im Dualsystem) aufgefiillt werden.

Unsere Stabilitéitsanalyse kann man zu einer formalen Definition und einer darauf griindenden
Theorie ausbauen (vgl. z.B. Deuflhard und Hohmann [I]). Das wollen wir an dieser Stelle nicht
tun. Daher beschréinken wir uns auf eine verbale Beschreibung des Stabilitéitsbegriffs.

Definition 2.12 FEin Algorithmus f(i:l, ooy Zp) zur Lésung von (]ED heifst stabil, falls die zusdtzli-
chen Rundungsfehler nach jeder Elementaroperation nur zu einer leichten zusdtzlichen Verstdrkung
der Eingangsfehler fiihren.

Abbildung 3: Geschachtelte Auswertung: Selbst bei fehlerfreier Eingabe 2 schaukeln sich Instabilititen auf, noch
verstidrkt durch unvermeidbare Fehlerverstarkungen. Vgl. Abb.

Abbildung 4: Geschachtelte Auswertung: Im stabilen Fall kommt es nur zu einer leichten Fehlerverstirkung durch
die Realisierung. Damit ist die gesamte Fehlerverstirkung gering, wenn das Problem gut konditioniert ist. Vgl. Abb.[3]

Bemerkungen:
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e Stabilitdt ist eine Eigenschaft des Algorithmus und nicht des zu l6senden Problems.

e Ist das zu losende Problem schlecht konditioniert (unvermeidbare Fehlerverstirkung), so ist die Verwendung
eines stabilen Verfahrens unabdingbar.

e Im Sinne von Definition ist Algorithmus stabil und Algorithmus instabil. Zwecks stabiler Formu-
lierung von Funktionsauswertungen sollte man folgende Faustregeln beherzigen.
— Vermeide unnotige Ausloschung!

— Unvermeidliche Ausléschung an den Anfang des Algorithmus.

Literatur
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[3] J.H. Wilkinson. Rundungsfehler. Springer, 1969. Das klassische Standardwerk. Die erste syste-
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3 Komplexitiat und Effizienz

3.1 Sortieralgorithmen

Wir betrachten folgendes Sortierproblem. Gegeben seien
21,29, .., 2n € R .
Das Problem lautet: Finde eine Permutation 71, ..., m,, so dafl
2y L 2y << 2p,

Definition 3.1 Fine Permutation (Vertauschung) von {1,....n} ist eine bijektive Abbildung von
{1,...,n} auf sich. Wir schreiben w(k) = m, k=1,...,n.

Bemerkung: Die Zahlen z1, ..., 2z, sollen also der Gréfle nach sortiert werden. Dieses Problem ist
l6sbar. Die Losung ist nicht eindeutig bestimmt.

Algorithmus 3.2 (Ausprobieren)
Probiere so lange alle moglichen Permutationen durch, bis die gewiinschte Eigenschaft vorliegt.

Dieser Algorithmus macht keinen sonderlich durchdachten Eindruck.

Satz 3.3 Es gibt n! =1-2-3-...-n Permutationen von {1,...,n}.
Beweis: Vollstindige Induktion. [ |

Bemerkung: Bei Anwendung von Algorithmus miissen wir im schlimmsten Fall
(n — 1)n! Vergleiche

durchfiihren. Achtung: Es ist z. B. 221=1124000727777607680000 ~ 10%!.

Der folgende Algorithmus nutzt die transitive Struktur
r<yundy<z=>zx<z
der Ordnungsrelation ,,<“ aus.

Algorithmus 3.4 (bubblesort)

0: Setze k :=n und S, = {z1, ..., 2n}

1 Setze zr, = max Sy

2: Setze Si_1 := Sk \ {2t und k:=k —1
3 Falls k£ > 0, gehe nach 1.

Beispiel:
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Ss=1{4,1,2} , k=3

Zry = max S3 = max{4,1,2} =4
Sy =S5\ {4} ={1,2} , k=2

Zr, = max Sy = max{1,2} =2
S1=5\{2}={1}, k=1

Zr, = max S; = max{1l} =1

Das dazugehorige MATLAB-Programm heifit bubblesort.m. Es enthélt gleich eine kleine Optimie-
rung: Wenn bei einem inneren Schleifendurchgang keine Vertauschung vorgenommen wurde, ist die
Folge offenbar schon richtig sortiert. Dann kann also das Programm abgebrochen werden.

function Sz=bubblesort (Uz)
%

% BUBBLESORT - Sortiert einen Vektor der Groesse nach
% Eingabe: Uz = Eingabevektor

YA

% Sz = bubblesort(Uz) gibt den sortierten Vektor Sz aus

YA

z = Uz;

(=}
I

length(Uz);

for k = n:(-1):2
swapped = 0;

for i=2:k
if ( z(i-1) > z(i) )
x = z(i-1);
z(i-1) = z(1);
z(i) = x;
swapped = swapped+1;
end
end

if swapped > O
break;
end
end

Sz=z;

Schleife wueber S_k

Maximum von S_k ans Ende bringen
Falls z(i) > z(i+1)

Vertauschen von z(i) und z(i+1)

Anzahl Vertauschungen z\"ahlen

Falls in einem Durchgang \"uberhaupt
nicht getauscht wurde, ist die
Folge sortiert.

bubblesort.m kann z.B. von dem folgenden Programm sortlab.m aufgerufen werden.

function [] = sortlab(n)
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Uz = rand(n,1);

tic;

z = bubblesort (Uz);

disp ’bubblesort: ’;

toc

N = 1:n;
plot(N,z,’-r’,N,Uz,’-g’);

Wir wollen den Aufwand von Algorithmus untersuchen. Dabei wollen wir uns auf das asymp-
totische Verhalten des Aufwands fiir grofie n beschrinken. Daher die folgende

Definition 3.5 Wir schreiben

falls ng € N und c € IR existieren, so dajs
f(n) <cg(n)  Vn=>ng
Bemerkung: Gilt f(n) = O(g(n)), so wichst also f mit wachsendem n nicht schneller als g.

Achtung: O(f(n)) = g(n) ist sinnlos!

Beispiel:

sin(n) = O(1)
22 42241 —cosz = O(z?).

Definition 3.6 Der Aufwand eines Algorithmus ist die kleinste obere Schranke fiir das Aufwands-

majfs.

Bei der Wahl des Aufwandsmafles ignorieren wir den Speicherbedarf und beriicksichtigen nur die
Rechenzeit. Als einfaches Maf fiir die Rechenzeit wahlen wir

Aufwandsmafl = Anzahl der Vergleiche.

Zur Bestimmung des Aufwandes von bubblesort.m haben wir also die Vergleiche zu zéhlen:

k — Schleife :  wird n — 1 mal durchlaufen

n n—1
-1
Aufwand pro Durchlauf : %(k —-1)= ; k= k(kZ) = 0(n?)

Das ist eine dramatische Reduktion verglichen mit dem exponentiellen Aufwand von Algorith-
mus Aber es geht noch besser. Eine tiefergehende Struktureigenschaft steckt in folgendem
Lemma.
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Lemma 3.7 Gegeben seien die beiden sortierten Mengen
Se={z1<as <<z}, Sy={n<yp2<- <ym}
Dann laf$t sich die Menge S = Sx U Sy mit linearem Aufwand, also mit O(n + m) Vergleichen

sortieren.

Wir fithren einen konstruktiven Beweis, indem wir einen entsprechenden Algorithmus angeben.

Algorithmus 3.8 (merge)

1. Eingabe:

2. Initialisierung:
3. Einordnen: Falls z; < y;

x) vor y; einordnen.
Falls k<n : k:=k+1

sonst stop.

sonst

Falls j <m Ji=7+1
sonst Ty, Ti+41, ..y Tn

hinter y,, einordnen und stop.

4. Gehe nach 3.

Beispiel:

z={1, 3, 6}
y=A{1, 2, 4, 6, 8, 10}

k=1, j:=1 1<1: 1vorleinordnen, k:=2
3>1: j:=2
3>2: j5:=3
3<4: 3vor4einordnen, k:=3
6>4: j:=4

6 <6: 6 vor 6 einordnen, stop
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Lemma 3.9 Algorithmus[3.8 bendtigt mazimal n+m — 1 Vergleiche.

Beweis: Wir betrachten zunichst den Fall z,, < 9. Es sei v, die Anzahl der benétigten Vergleiche. Wir zeigen
durch vollstdndige Induktion iiber n, dafl dann z, direkt vor y,, —n+1 eingeordnet wird. Der Fall n = 1 ist klar,
denn nach v; Vergleichen ist z; gerade vor y,, eingeordnet. Die Behauptung sei fiir n richtig. Wird z,41 nach
weiteren s Vergleichen eingeordnet, ist die Gesamtanzahl der Vergleiche also vn,4+1 = v, + s, so liegt 41 direkt vor

Yop—ntl4s—1 = Yvp,yg—(n+1)+1-

Wir wissen nun, daf} bei v, Vergleichen x, vor y,,, —n+1 < ym eingeordnet wird. Es muf} also insbesondere
v —n+1<m

sein. Das ist gerade die Behauptung.

Gilt nun xx, < ym fiir ein ko mit 1 < ko < n, so kann man analog mit ko anstelle von n schliefen. In diesem Fall
kommt man also mit ko +m — 1 < n 4+ m — 1 Vergleichen aus. Ist y,,, < x1, so reichen m Vergleiche. |

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, dafl
n=2"
gilt. Die folgenden Uberlegungen lassen sich jedoch auch auf beliebige n € N iibertragen.

Wir zerlegen nun unser grofies Problem in viele kleine Probleme (divide and conquer).

Algorithmus 3.10 (mergesort)

1. Ist n =1, so gibt es nichts zu sortieren.
Andernfalls sortiere 21, ..., 2, /o und 2(,,/2)41, -, 2n  (mit Algorithmus (3.10)).

2. Verschmelze (merge) die sortierten Teilmengen zur sortierten Gesamtmenge.

Die entsprechende MATLAB—Funktion mergesort.m sieht wie folgt aus.

function Sz = mergesort(z)

% MERGESORT - Sortiert einen Vektor der Groesse nach
% Eingabe: z = Eingabevektor

% Sz = mergesort(z) gibt den sortierten Vektor Sz aus

n = length(z);
if (n==1) 8Sz=z; % Nichts zu sortieren
else

m = fix(n/2);

x = z(1l:m); % Halbieren des Vektors

y = z(m+1l:n);
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Sx = mergesort(x); % Sortieren der einen Haelfte
Sy = mergesort(y); % Sortieren der anderen Haelfte
Sz = merge(Sx,Sy); % Verschmelzen

end

Bemerkung: Beachte, dafl mergesort sich selbst aufruft. Man spricht von einem rekursiven Programm.
Im allgemeinen ist die Frage, ob ein rekursives Programm terminiert, htchst kompliziert. Im vorlie-
genden Fall ist die Sache klar: Nach m Reduktionsschritten ist man bei der Lange n = 1 angelangt
und beginnt mit dem Verschmelzen.

Die Aufwandsanalyse ist nur geringfiigig komplizierter. Der Aufwand fiir n = 2™ Elemente sei A,,.
Er setzt sich offenbar zusammen aus dem Aufwand fiir das Sortieren der beiden Hélften (je A,,/2)
und dem anschliefenden Zusammenfiigen (n). Es gilt also

An = 2An/2 +n

= 2" A, jom + kn = 2" Ay +mn
Weil die Sortierung einer Zahl keinen Vergleich erfordert erhalten wir

Satz 3.11 Der Aufwand von mergesort ist durch
A, = O(nlogn)

nach oben beschrankt.

Diese Abschitzung ist scharf, d.h. nicht zu verbessern. Fiir grofie n ist logn < n. Gegeniiber
bubblesort haben wir also eine signifikante Verbesserung erreicht. Es bleibt die Frage, ob noch
effizientere Algorithmen denkbar sind.

Definition 3.12 Fiir ein gegebenes Problem sei A die Menge aller Algorithmen zu dessen Ldsung.
Dann ist

inf Aufwand von A
AeA

die Komplexitit des Problems.

Die Komplexitét eines Problems ist also der unvermeidbare Aufwand zur Losung. Bei der Konstruk-
tion effizienter Algorithmen geht es darum, vermeidbare Operationen auf der Basis struktureller
Einsicht zu vermeiden. Das Ziel ist natiirlich, der Komplexitét des Problems moglichst nahezukom-
men.

Aus Satz folgt, dafl die Komplexitit unseres Sortierproblems hochstens O(nlogn) sein kann.

Satz 3.13 Die Komplezitit des Sortierproblems ist O(nlogn).
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Beweis: Ein Beweis findet sich z. B. im Lehrbuch von Schéning [7]. |

Bemerkung: Im Sinne unseres Komplexititsbegriffes ist also mergesort ein optimaler Algorithmus.
Wir haben uns bei der Aufwandsanalyse allerdings immer auf den schlechtestméglichen Fall konzen-
triert. In der Praxis, z.B. beim alphabetischen Sortieren, kann man oft von gewissen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen der Daten ausgehen. Durch geschicktes Ausnutzen dieser a priori Information
erhélt man dann mit entsprechender Wahrscheinlichkeit bessere Ergebnisse als im schlechtestmogli-
chen Fall.

3.2 Nichtpolynomielle Komplexitit?

Wir betrachten das berithmte Problem des Handlungsreisenden (Traveling Salesman Problem), kurz
TSP—Problem [4].

Gegeben seien

n Stéadte : 1,...,n

Fahrzeiten : ¢;; zwischen ¢ und j

Das Problem lautet: Finde eine Permution 71, ..., m,, so dafl die Gesamifahrzeit

n—1
cost (W) = E Criymiga +C7Tn,7T1
=1

unter allen Permutationen von {1,...,n} minimal wird. Eine Permutation heifit in diesem Zusam-
menhang Tour.

Beispiel:

0 212 171 203
212 0 186 247
171 186 0 139
203 247 139 0

cost (1,2,3,4) = 740
cost (1,2,4,3) = 769
cost (1,3,2,4) = 807

Algorithmus 3.14 (Ausprobieren)
Probiere so lange alle moglichen Permutationen durch, bis die gewiinschte Eigenschaft vorliegt.

Bemerkung: Wir wissen schon, dafl wir bei Algorithmus mit O(n!) Auswertungen des Kosten-
funktionals cost(m) rechnen miissen. Damit ist dieser Algorithmus nur fiir sehr kleine n praktisch
durchfiihrbar.
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Ein Algorithmus hat polynomiellen Aufwand, falls es ein k& € N gibt, so daB O(n*) eine obere
Schranke fiir die bendtigten cost—Auswertungen ist. Wie wir gesehen haben, ist Algorithmus
nicht polynomial.

Gibt es nun einen Algorithmus, der das TSP—-Problem mit polynomialem Aufwand lost oder gibt es
so einen Algorithmus nicht?

Dies ist ein offenes Problem, welches seit langer Zeit im Mittelpunkt der Komplexitétstheorie steht!
Ein Grund fiir das allgemeine Interesse an dieser Frage ist, daf} ein polynomialer TSP—Algorithmus
sofort polynomiale Algorithmen fiir eine Vielzahl anderer wichtiger Probleme liefern wiirde [8]. Die
Klasse dieser Probleme heifit NP-vollstindig. Es gibt tieferliegende Griinde, die hier nicht erértert
werden konnen (Stichwort P=NP7?). NP ist hierbei die Abkiirzung fiir “nicht-deterministisch poly-
nomiell” — nicht zu verwechseln mit “nichtpolynomiell” — und bezeichnet die Klasse von Proble-
men, die auf einer nicht-deterministischen Turingmaschine (ein einfaches, idealisiertes Computer-
modell) in polynomieller Zeit 16sbar sind. Wir verweisen auf einschligige Lehrveranstaltungen der
Arbeitsgruppe Theoretische Informatik, z.B. ,, Theoretische Informatik* oder ,Entwurf und Ana-
lyse von Algorithmen®. Derzeit herrscht iibrigens die Meinung vor, dafl es keinen polynomiellen
TSP-Algorithmus gibt.

Da Algorithmus fiir realistische n praktisch nicht durchfithrbar ist, gibt man sich in der Praxis
mit suboptimalen Touren zufrieden. Die Entwicklung von Verfahren, welche mdglichst gute Touren

liefern ist unter anderem Gegenstand der Diskreten Optimierung. Naheres dazu im Artikel von
Grotschel und Padberg [3].
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4 Lineare Gleichungssyssteme

Der erste Abschnitt richtet sich im Rahmen der Vorlesung CoMal an Interessierte und Bioinforma-
tiker:

4.1 Integralgleichungen

4.1.1 Inverses Problem zur Auslenkung einer Saite

Im Anhang in Abschnitt [B.I] wird die Darstellung

M@=/KW@ﬂ&% (4.1)

K(:C,f) =

der Auslenkung u € C[0, L] einer in u(0) = u(L) = 0 eingespannten Saite der Linge L mit der Spannung |o | durch
die einwirkenden Kraftdichte f € C[0, L] hergeleitet. Ist f bekannt, so konnen wir w durch (numerische) Integration
bestimmen.

Ist umgekehrt v bekannt, so kann man daran denken, (4.1]) als Berechnungsvorschrift fiir f zu verwenden. Dieser Fall
ist komplizierter, denn die Werte von f sind durch (4.1) nicht explizit gegeben.

Definition 4.1 FEs seien g : [a,b] — R und der Kern K : [a,b]*> — IR gegeben. Dann heifit

/Kwowo&:mw vz € [a, ] (4.2)

Fredholmsche Integralgleichung erster Art fiir die unbekannte Funktion w : [a,b] — IR.

4.1.2 Populationsdynamik

Wir betrachten die zeitliche Entwicklung einer Population, z.B. von Bakterien. Es sei
Anzahl der Individuen zum Zeitpunkt ¢ : u(t) .

Natiirlich ist u(t) € N. Wir gehen jedoch im folgenden davon aus, dal w(t) > 1. Dann ist die (vereinfachende!)
Betrachtungsweise
u:R—-1R

sinnvoll. Vor allem in der Ingenieurliteratur nennt man diese Annahme Kontinuumshypothese. (Es gibt keinen Zu-
sammenhang mit der Cantorschen Kontinuumshypothese!)

Wachstum oder Riickgang der Population beschreibt die
Wachstumsrate: w(t) = u'(t) .
Veranderungen der Population werden durch duflere Einfliisse, also durch die

Einwanderungsrate: g(t) ,

durch Tod oder durch Fortpflanzung (hier: Teilung) bewirkt. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dafi unsere
Bakterien unsterblich sind. Es sei



36 Lineare Gleichungssyssteme

Anteil der Individuen im Alter 7, die sich im Zeitraum At teilen: K(7)At .

Wir nehmen an, daf} das teilungsfihige Alter 7 durch o < 7 < 3 begrenzt ist.

Wir wollen nun eine Gleichung fiir die Wachstumsrate w ermitteln. Dazu wihlen wir zunéchst At = (8 — «)/n, n

grof}, und setzen
T = a+ kAL, k=0,...,n.

Dann bilanzieren wir den Zuwachs im Zeitraum ¢ bis t + At wie folgt
u(t) — u(t — At)
At

u(t —70) —u(t —71)
At

Alter: 19 bis 71

w(t) ~

~g(t) +

K(To)At

u(t — 1) —u(t — 72)
At

Alter: 71 bis 79

Jr

K(T1)At

w(t — Tno1) — u(t — ™)
At

Alter: 7, _1 bis 7

=+ K(Tnfl)At

~g(t) + i w(t — i) K (1) At .
k=0

Fiir At — 0 erwartet der Modellierer die Konvergenz

n—1 4
Zw(t — 1) K (1) At — /w(t —7)K(1) dr .
k=0 «a

Welche Bedingungen sind hinreichend?

Insgesamt erhalten wir als Populationsmodell die sogenannte Lotkasche Integralgleichung

B
w(t) = g(t) + /w(t —7)K(7)dr . (4.3)

Es sei T > 0 fest gewihlt. Um eine Integralgleichung herzuleiten, aus der sich w(t) V¢t € [0,7] bestimmen lisst,
machen wir zwei Annahmen. Erstens gehen wir davon aus, dafl die Population erst ab ¢ = 0 einwandert, daf} also

u(t) =0 vt <0
gilt. Daraus folgt fiir jedes feste t € [0, T] sofort
wit—7)=0 vr>t.
Zweitens nehmen wir ao = 0 an. Damit erhalt die Gestalt

min{t,3}
w(t) = g(t) + / w(t—7)K(7) dr vt € 10,77 .
0

Wir nehmen noch zwei dquivalente Umformungen vor. Unter Verwendung von

K(r)=0 vr¢[0,p]
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erhilt man

w(t) = g(t) + / w(t —7)K(7) dr vt € [0,

t—T
und Variablensubstitution
t—T7=mn
liefert
T
w®) =90+ [wnK@E-mdn e T). (1.4)
0

Das ist unser Populationsmodell.

Definition 4.2 FEs seien g : [a,b] — R und der Kern K : [a,b]*> — R gegeben. Dann heifit

b
w(z) - / K(z,&)w(€) dé = g(z)  Va € [a,b) (4.5)

Fredholmsche Integralgleichung 2. Art fiir die unbekannte Funktion w : [a,b] — RR.

Die Untersuchung von Existenz und Eindeutigkeit von Losungen der Integralgleichungen und sprengt den
Rahmen dieser Vorlesung. Unter dem Stichwort ,,Fredholm—Operatoren“ wird dieses Thema in hichst eleganter Weise
in der Funktionalanalysis behandelt. Ungeduldige seien auf das Lehrbuch von Werner [4] verwiesen. Wer sich speziell
fiir Integralgleichungen interessiert, findet im Werk von Drabek und Kufner [2] eine brauchbare Einfiihrung.

4.1.3 Galerkin—Verfahren
Wir betrachten zunéchst die Integralgleichung (4.2]). Abgesehen von Spezialfiillen ist eine geschlossene Losung nicht
moglich. Zur approximativen Losung wéhlen wir ein Gitter

a=so<r1<--<xTRp=0>

und die stiickweise konstanten Ansatzfunktionen

1
gok(x)—{ T € [zr, Trta) , k=0,...,n—1.
0 sonst

Zur Approximation von w machen wir nun den Ansatz

n—1
Wn = Z Wktpk . (46)
k=0
Um die unbekannten Koeffizienten Wi,k = 0,...,n — 1, zu bestimmen, setzen wir w, in die Integralgleichung (4.2)

ein und erhalten ,
n—1
S / K(2,)pu(€) d€ = g(x) . (4.7)
k=0 o

Wir konnen nicht erwarten, dafl wir die Wy, so bestimmen kénnen, dafl (4.7)) fiir alle x € [a, b] gilt. Also fordern wir
nur

n—1 b
S Wi [ Ko 900 de =gla) = g5 G=0,n-1. (4.8)
k=0 .
Schlieffilich nutzen wir die spezielle Gestalt der Ansatzfunktionen ¢ aus und erhalten
b Th41
[ Ko@) de= [ K6 de = aj (4.9)
a Ty
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Damit lassen sich die n Bestimmungsgleichungen (4.8]) in der Form

n—1
dapWe=g;, j=0...,n-1, (4.10)
k=0
schreiben. Setzt man
A=(a)plo €eR™, W= Wiz, G=(g)j-1€R", (4.11)

so ist (4.10) gleichbedeutend mit dem linearen Gleichungssystem
AW =G .

Analog erhilt man zur Approximation von (4.5)) die Koeffizienten

Tl41
- | K(z;,§)d6  j#k

ajk = z§j+1 , 4, k=0,...,n—1. (4.12)
1— [ K(x;,€)d¢ j=k

Ty

Niherungsverfahren, die auf einem Ansatz der Form (4.6) beruhen, werden als Galerkin—Verfahren bezeichnet.
Es stellt sich die Frage, ob und unter welchen Bedingungen wir Konvergenz

lwn — w]jeo — 0, n — 00

erhalten. Auch diese Frage geht iiber unsere gegenwirtigen Moglichkeiten hinaus und wir verweisen auf Vorlesungen

iiber Funktionalanalysis und/oder [2] @].

4.2 Konditionsbetrachtungen

Die Definitionen [2.7] und [2:8] der relativen und absoluten Kondition erfolgte komponentenweise.
Dies wird ist bei komplexeren Problemen schnell sehr uniibersichtlich. Wir werden folgend deshalb
die Groflen der einzelnen Komponenten geeignet zusammenfassen und eine normweise Kondition
betrachten.

4.2.1 Matrix— und Vektornormen
Definition 4.3 FEs sei V ein linearer Raum tber IR. Fine Abbildung
[ V=R

heifst Norm, falls fir alle x,y € V und o € IR gilt

|zl >0, |z =0 2=0, (4.13)
laz|| = || [|z]] (Homogenitdt) , (4.14)
lz +yll <zl + |yl (Dreiecksungleichung) . (4.15)

FEin linearer Raum, der mit einer Norm versehen ist, heifst normierter Raum.
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Beispiele:

Der Betrag
|z| =z sgn(z) auf V=R .

Die Euklidische Norm
1
llz|l2 = (ZL‘% + :U%)5 auf V =1R2.

Die Maximumsnorm
[flloe = Jnas |f(z)] auf V' = Cla,b] .

Die Maximumsnorm

lz|loo = max || = (x;)j; € R"auf V=1R".
i=1,....,n
Die /P~Norm
N\
lally = | Dol | o= (@), € R
i=1

mit 1 <p <ocauf V=IR".

Bemerkung:Der Nachweis der Eigenschaften ([4.13), (4.14), ([4.15)) fiir die obigen Beispiele ist einfach. Nur die
Dreiecksungleichung fiir || - ||, macht Schwierigkeiten. Sie lautet ausgeschrieben

n v n » n v
<Z s + Z/i|p> < (Z |9€i|p> + <Z yi|p>
i=1 i=1 i=1

und heiflit Minkowskische Ungleichung. Einen Beweis findet man z.B. im Funktionalanalysis—Lehrbuch von Werner
[], Seite 12.

Bemerkungen:

e Es gilt fiir jedes fest gewéhlte x € R™
Jim [lzllp = fllloo -

e Im Falle von p = 2 erhélt man die Euklidische Norm

1
n 2

ez = (zxs) |
=1

e Mittels der Bijektion ¢ : R™"™ — ]R"27 definiert durch

n n?
P ((aij)z‘,j:1) = (zi)i=1 »
L(i—1)n+j = @ij i7j:17"'7n ’

1Bt sich der lineare Raum der n x n Matrizen IR™" mit R™ identifizieren. Jede Vektornorm auf R™ liefert
also eine Matrixnorm auf IR™". Ein Beispiel ist die sogenannte Frobenius—Norm

1
n 2
[AllF = <Z |az‘j|2> A= (aij)ij=1 € R™" .

1,7=1

Wir wollen den Konvergenzbegriff von IR auf normierte Rdume verallgemeinern.
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Definition 4.4 Es sei V ein normierter Raum mit der Norm || - || und (z™)),ey eine Folge aus
V. Diese Folge heifst Cauchy—Folge, falls es zu jedem € > 0 ein vy € N gibt, so daf

Iz =2 <e Yy, u>uwp .
Die Folge heifst konvergent gegen x € V', also

GO vV — o0,

falls
|z —2™| -0, v—ooo.

V' heifit vollstindig, falls alle Cauchy—Folgen in V' konvergent sind. Ein wvollstindiger normierter
linearer Raum heifit Banach—Raum.

Wir haben schon gesehen, dal man auf R"™ oder R™" viele verschiedene Normen definieren kann.
Es stellt sich die Frage, ob es Folgen gibt, die beziiglich der einen Norm konvergieren und beziiglich
der anderen nicht. Der folgende Satz besagt, dal so etwas nicht sein kann.

Satz 4.5 Sei V' endlichdimensional und | - || sowie || - || zwei verschiedene Normen auf V.. Dann
gibt es Konstanten c,C, die nicht von x abhdngen mit der Eigenschaft

clle| <l < Cllef| Ve V.

Beweis: Der Beweis beruht auf der Kompaktheit der Einheitskugel in IR". Wir verweisen wieder auf Werner [4],
Seite 26. |

Bemerkung: Fiir unendlichdimensionale Rdume, wie z.B. V = C[a, ], ist dieser Satz falsch!

Als Folgerung aus Satz wollen wir die Vollstandigkeit von R™ und R™" zeigen.

Satz 4.6 Die linearen Raume IR" und IR™" sind vollstindig beziiglich jeder beliebigen Norm ||-|| p»
und |- | .

Beweis: Es sei (z("))yeN eine Cauchy—Folge in R". Nach Satz gibt es ¢, C' unabhingig von z, so daf§
cdlelrr <zl < Cllzllgn , Vo eR".

Also ist (2*)),en auch Cauchy-Folge beziiglich | - [|s. Dann ist aber auch die Folge von Komponenten (acgy))VeN fiir

jedes fest gewéhlte i = 1,...,n, eine Cauchy—Folge in IR. Da IR vollstdndig ist, gibt es ein x; € R mit

xE") — x; vV — 00 .
Fiihrt man diesen Schluf} fiir alle ¢ = 1,...,n durch, erhélt man einen Vektor z = (x;)j=; mit der Eigenschaft
lz — 2" — 0 v — 00 .
Die Konvergenz beziiglich || - [y~ folgt aus
o — g < Hle 2@l =0 v — oo
c

Da sich R™" (Matrizen) mit R (Vektoren) identifizieren lassen, sind wir fertig. [ ]
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Wir wollen uns nun speziell den Matrizen zuwenden. Auf IR™" ist durch
n
A-B=C, Cijzzaikbkja
k=1

die Multiplikation von Matrizen erklart. Wir wollen eine Klasse von Matrixnormen betrachten, die
mit der Matrix—Multiplikation vertréglich ist.

Definition 4.7 Es sei || - || eine Norm auf IR". Dann ist durch
A
14 = sup 1420 4 ¢ g (4.16)
welr™ 1
x#0

die zugehdrige Matriznorm definiert.

Man iiberzeuge sich davon, dafl durch (4.16] iiberhaupt eine Norm definiert ist!

Bemerkungen:

Es gilt
[Az]| < [[A]l fl=]] -

Es existiert ein 2* € R™ mit ||Az™|| = || 4] |l="|.
Matrixnormen der Form (4.16)) sind mit der Matrixmultiplikation vertriglich. Es gilt ndmlich

|AB|| < |A| |B]] VA,Be€R™  (Submultiplikativitit),

Die Norm der Einheitsmatrix [ ist
M =1.

Satz 4.8 Die Matriznorm

n
|Alloo = Z,irllaxnz ] (Zeilensummennorm)
3eey =1

gehort zur Mazimumsnorm || - || auf R™.

Beweis: Fiir alle x € IR™ gilt

[ Azl

max
i=1,...,n

n
E Q5525
j=1

n
< <.maX > |az‘j|> max x| = || Al|ool]|oo -
i=1 n 4 7 j=1 n
j=

,,,,,,,,,,

Es folgt
Az (|00

e20 [l

< [JAflos -

Wir konstruieren nun ein z* € R™ mit der Eigenschaft
[Allscllz" [loo = Azl -

Sei dazu ip so gewéhlt, dal

n
1Allee =D laios] -
j=1
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Dann sei
- S
zj = sgn(ai;) Jj=1..n.

Es folgt offenbar ||z ||cc = 1 und

n
= laios] = 1A cll2” | -

j=1

[Allooll2" oo > [|AZ" |00 =

n
*
Qigj Ly
Jj=1

Schlielich definieren wir wie angekiindigt die normweise Kondition.

Definition 4.9 Seien X und Y normierte lineare Riume, f: X — Y und x # 0 € X. Fiir jedes
e > 0 gebe es eine Zahl kyei(€), so dafs

1/ () = F(@)]]

[ 1

fiir alle & € X mit | —z|| <e. Zu jedem € > 0 existiere mindestens ein & mit ||z — Z|| < e, so dafs

in (4.17) Gleichheit gilt. Dann heifst

Krel = lim Ky (€)
e—0

die normweise relative Kondition der Auswertung von f(x).

Ganz analog 148t sich natiirlich auch die normweise absolute Kondition definieren.

4.2.2 Stérung von Matrix und rechter Seite

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Az =b. (4.18)

Dabei seien A = (a;;);';,—; € R™" sowie b = (b;);; € R" gegeben und = = (z;);.; € R" gesucht.
Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (4.18)) sind Gegenstand der Vorlesung Lineare Algebra I.

Satz 4.10 Die Koeffizientenmatriz A sei requldr, d.h.
Ax #0 Vee R", x#0.
Dann ist [£.18) eindeutig l6sbar mit der Losung x = A~1b.

Wir wollen nun die Auswirkungen von Storungen in den Daten A und b auf die Losung untersuchen.
Dabei wird mit || - || durchweg eine Vektornorm und die zugehorige Matrixnorm bezeichnet.
Wir betrachten das gestorte System
Ai =D (Storung der rechten Seite). (4.19)
Die Submultiplikativitdt der Matrixnorm liefert
lz — 2| = |A™"0 — A7 < AT [lo -] -

Also ist kaps = ||A7|| die absolute Kondition von (#.18)) beziiglich Stérungen der rechten Seite.
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Satz 4.11 FEs se: 3
Ax =10 Az =0 .

Dann gilt
[l — 2| 16—l
—— < k(4)——— (4.20)
] o]
mit k(A) = ||A|| ||A7Y|. Zudem emistiert eine rechte Seite b, so dafi k(A) die relative normweise
Kondition von (4.18)) bei Stérung der rechten Seite ist.
Beweis: Wegen (4.19) und Az = b ist
T —Z Ax 1, lb=b 1, lb—=b
[ HSH ”HA 1|||| > HSHAHHA 1||| . I
[l ]l o1l 161l
Nach Definition der Matrixnorm existieren z* und b*, so da$ [|z*|| = [|b*|| = 1, ||Az*|| = [|A|| und || A~"6%|| = [[A~"|.
Fiir die Wahl b = Az™ und b = b — eb” ist die Abschétzung (4.20) fiir alle € > 0 scharf, so daf k(A) die relative
normweise Kondition von (4.18]) ist. |
Wir betrachten nun das gestorte Problem
Az =b (Storungen der Matrix) .

Diesmal miissen wir einen lingeren Anlauf nehmen, denn die Abbildung
R"™>A4A—-%=A"1heR"

ist nichtlinear in A. AuBerdem ist nicht von vorneherein klar, dafl das gestorte Problem iiberhaupt
eine eindeutig bestimmte Losung Z hat!

Lemma 4.12 Es sei C € R™"™ und ||C|| < 1. Dann ist I — C reguldr und es gilt

(I-c)yt=r1+ ZC’k (Neumannsche Reihe).
k=1

Beweis: Erinnerung: R™" versehen mit || - || ist vollstindig! Wir zeigen zunéchst, dafl die Partialsummen
n
Sp=>_c*
k=0

eine Cauchy—Folge in R™"™ bilden. Dies folgt aus

m

> "
k=n

denn die geometrische Reihe 3"7_, ||C||* konvergiert in IR. Aus der Vollstéindigkeit von R™" folgt die Konvergenz
von S,. Es gibt also ein S € IR™", so daf}

m m

< lets> et -0 nm—oo,
k

=n k=n

HSn - Sm” S

||Sn — S| — 0 n— oo .
Nun folgt
Sp(I—C)=8,—8,C=1+S5,—Sny1 —>1 n — oo .

Andererseits gilt
Spn(I-C)—S{I-C) n— oo .

Eindeutigkeit des Grenzwertes liefert
SI-C)=1.
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Satz 4.13 Es sei }
Axr=b, AT =b.

Unter der Bedingung ||A — A| < ||A=Y|~" ist A regulir und es gilt

o — 2| A- A
72 a, A2 — AN
)

LAl AP 1A - Al
1A= A= A]

Damit ist k(A) = || A|| |A7L|| eine obere Schranke fiir die relative Kondition von ([4.18)) bei Storung
der Koeffizientenmatriz.

R(A, A) = A |A7H) + R(A) =[lA] AT A— A

Beweis: Fiir C = A~'(A — A) gilt nach Voraussetzung
el <A™ A- Al <1. (4.21)
Auf Grund von Lemma [£.12]ist daher I — C regulér. Wegen
A=A(I-C)
ist auch A als Produkt zweier reguldrer Matrizen regular. Es gilt
A=A -o)t=ag-0) At
= <J+c+ic’“) A
k=2

=A'4cAT oI —-0)tAT .

Wegen (4.21)) ist
1 1

< _
T=TCl = 1= AT A - 4]

=) <> lle)* =
k=0
und es folgt
|z — & = |40 — A7
= A" — A" b—CAT D -C* (I —-C) AT
< (lch +1ei*ia = o)) =l

A~ 1A - Al
L= (A=t A = Al

< (I\A‘lll 4 ) 1A — A |l2]

[l -

_ Al A2 14— A A—A
=<HAH 14 1||+” A== H) I I

1—||A-1 |4 - A [IA]

Satz 4.14 FEs sei B
Az =10, Az =0,

wobei A € R™ mit |A—A|| < [|[A~Y|~" und b € R™ gewihlt sind. Dann gibt es eine Zahl k(A, A, b)

mit der Figenschaft
o — | i |A— Al [b-b]
—— < k(A, A, b) max ,
[l [A] 151l
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und es gilt

k(A A D) — 26(A) =2|A||IA7Y] A—A, b—b.

Damit ist 2k(A) = 2||A|l ||A7Y| eine obere Schranke fiir die relative Kondition von (#.18)) bei

Storung von Koeffizientenmatrixz und rechter Seite.

Beweis: Ubung. [ |

Bemerkungen:

e Oft nennt man k(A) = ||A| ||A™"|| kurz Kondition von A.

o Esgilt s(A) = ||A|| |A™| > |AA™Y| = ||I]| = 1. Im Falle k(A) > 1 heiBt das lineare Gleichungssystem (4.18)
schlecht konditioniert.

Bemerkung:Es gibt eine MATLAB-Funktion cond.

Die Kondition bietet ein Maf dafiir, ,,wie regulir® eine Matrix A ist.

Satz 4.15 Fir alle requldren Matrizen A gilt

o [IA- B N } 1
inf ¢ ——— | B singuldr ; > .
Vi <)

Beweis: Ist B singulir, so existiert ein Vektor z* # 0 mit Bx* = 0. Fiir diesen Vektor gilt

[A=B|  I(A=B)all _ Az _ A [A=] _ A" A=l _ 1
1Al = (Al Al lAlA= =] — ~(A)lzll - ~(A)
|
Im Falle der Zeilensummennorm || - [|» kann man sogar zeigen, dafl es eine singuldre Matrix B mit
der Eigenschaft
|A- Bl _ 1
[[A]loo r(A)

gibt! In néichster Umgebung einer schlecht konditionierten Matrix befinden sich also singuldre Ma-
trizen. Grob gesprochen: Schlecht konditionierte Matrizen sind “fast” singular.

Beispiel: Schleifender Schnitt
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T2
A
T2 = X1
T2 = 17}#6331
- 1
Den Schnittpunkt = berechnet man aus A:x = b mit
-1 1
A5_<71 1+6)’ b=0.

Es gilt

—1_ [ _\-1 1+¢ -1

A; = (—¢) ( 1 _1) .
Offenbar gilt fiir die Zeilensummennorm
- 24 ¢)?
oo(A0) = el A oo = B2 0 0,

Fiir die singuldre Matrix Bi,

B (ttee 1

—“1-35 1+¢/°
erhilt man
|[Ae = Bil|oo _ € _ 1
[[Aelloo 2+e)?  w(A) -

Auch die Matrix Bo,
-1 1
B = <71 1> ’
ist singuldr und hat einen kleinen Abstand zu A, namlich

|Ac — B2l __¢
[ Aelloo 2+¢

Achtung: Ist ¢ < eps (Maschinengenauigkeit), so ist A fiir den Rechner nicht von den singuldren Matrizen B; und

B> unterscheidbar!

Beispiel: (Fredholmsche Integralgleichung 1. Art)

Wir betrachten die in definierte Koeffizientenmatrix A, die wir aus unserem Galerkin—Verfahren erhalten haben.
Als Parameter wahlen wir |;| =1, L =1 und n = 1. Der MATLAB-Befehl cond liefert cond(A) = Inf. Damit ist
A nicht von einer singuldren Matrix zu unterscheiden. Unser Galerkin—Verfahren liefert, je nach rechter Seite, keine
oder unendlich viele Losungen. Daran dndert sich nichts, wenn man n vergrofiert. Das deutet darauf hin, dafl mit
unserem kontinuierlichen Modell etwas nicht stimmt. Das ist tatséchlich so! Im Falle einer Fredholmschen
Integralgleichung mit stetigem Kern K (z, &) liegen Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung i.a. nicht vor. Aulerdem
148t sich der Einflul von Stérungen in den Raten u (gemessen in der Maximumsnorm) auf die Losung f nicht

beschrianken.
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Beispiel: (Fredholmsche Integralgleichung 2. Art)

Als néchstes betrachten wir unser Populationsmodell (4.4]). Wir wihlen als Parameter T'= 8 = 1, K(7) = 7(1—7) und
stellen in Abbildung [5| die Kondition der Koeffizientenmatrix (4.12)), die wir aus unserem Galerkin—Ansatz erhalten
haben, iiber n dar. Die Resultate deuten darauf hin, dafl eine Fredholmsche Integralgleichung 2. Art mit stetigem

Kern K(z,&) ein korrekt gestelltes Problem sein kénnte. Auch diese Vermutung erweist sich in der mathematischen
Analyse als richtig.

condition numbers x
1751

——  2.Art

170

I
1.65H
|
|
|
|
16F|
|
w |
\
1554
\

\

\

\

\

150 |

\

1.451 j— -

Abbildung 5: Kondition von unterschiedlich feinen Diskretisierungen einer Fredholmschen Integral-
gleichung 2. Art.

4.3 Gauflscher Algorithmus

4.3.1 Motivation

Grundidee des Gaufischen Algorithmus (nach Gaufl: Theoria Motus etc. 1809) ist die sukzessive
Elimination der Unbekannten.

Beispiel:

x1 +4xo+ Txs =5,
2z1 4+ bxa+ 8x3 = —1,
3x1 + 622 +10x3 = 0.
Auflésen nach x1:
x1 =5 —4xe — Txs . (4.22)
Elimination von x7 durch Einsetzen in die verbliebenen Gleichungen

—31‘2 — 6.%3: —11,
—6x9 — 1123 = —15.
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Auflésen nach zs:
—319 = —11 + 623 (4.23)

und Elimination von x5 aus der zweiten Gleichung ergibt

r3=71T. (4.24)
Einsetzen in : 0
To = —3
Einsetzen in : )
T = —3-

Einen anderen Blickwinkel erlaubt die folgende Matrixschreibweise des Gaufischen Algorithmus

1 4 7 T 5
2 5 8 To = -1
3 6 10 3 0

A T = b.

Sukzessive Elimination lasst sich auf der erweiterten Matrix

1 4 7|5
2 5 8 |-1
3 6 10| 0
durchfithren: Eliminieren von x1:
1 4 715 1 4 7 5
2 5 8 |—-1]—-2%x1.%Zele -0 -3 —6 |—11
3 6 10| 0/ —3x*1. Zeile 0 —6 —11|-15
Eliminieren von zs:
1 4 7 5 1 4 7 5
0 -3 —6 |—11 — 0 -3 —6]|-11

0 —6 —11|—-15/) —2%2. Zeile \O O 1 7

Als Ergebnis erhalten wir das gestaffelte Gleichungssystem:

1 4 7 1 5

0 -3 -6 T9 = —11

0 0 1 T3 7
R x = z .

R obere Dreiecksmatrix; sukzessives Einsetzen liefert x
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Beobachtung: Aus den im Eliminationsprozess auftretenden Faktoren bilde man die untere
Dreiecksmatrix

10
L=12 1
3 2

_ o O

Dann gilt (nachrechnen!)
A=LR.

Zufall? Wir werden sehen.

4.3.2 Gauflscher Algorithmus und LR—Zerlegung

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Az =10 (4.25)
mit
A= (ai)i = € R™™, regulér ,
b= (bi)ie, € R".
Der Koeffizient aq; heifit Pivotelement (frz. Drehpunkt). Unter der Voraussetzung
aj; # 0

erhalten wir nach dem 1. Eliminationsschritt die erweiterte Matrix

1
ol o af)) [0l
(1) (1)
a o .. a
(A(l)\b(l)) _ 22 2n
Dabei ist
a%):alj, jzl,...,n, bgl):bl,
(1) a1 .
a;.’ =a; ——ay;, L,Jj=2,...,n,
17 J aiy 1j J
bV =b— Ly i=2,....n
aii

Das Pivotelement fiir den 2. Eliminationsschritt ist a%). Wir haben
1
agz) #0

vorauszusetzen, um die Unbekannte xzo aus den Gleichungen 3 bis n zu eliminieren. Unter der
Voraussetzung nichtverschwindender Pivotelemente

a*" V2o, k=2..,n-1,
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werden durch weitere Eliminationsschritte die Gleichungssysteme
ARz =p*) k=1, . n—1,

erzeugt. Die Berechnung erfolgt analog zum 1. Eliminationsschritt. Das fithrt auf folgenden Algo-
rithmus:
Algorithmus 4.16 (Gaufische Elimination)

Fir k=1,...,n — 1 berechne

{

Fur ¢=k+1,..,n berechne

{

k1
i E—1
al(ck: )
bz(k) _ bl(kfl) B Eikbl(ckfl)
k
az('k) =0

Fiir j =k +1,...,n berechne

o) gk (D)

ij i ikQp;

}

Dabei ist ag-)) = a;; und b(o)

)

= b; gesetzt.

Ergebnis ist das Dreieckssystem

A R AN E R W A
R
0 o0 el )\ ) e

Dieses System 148t sich einfach auflésen.
Algorithmus 4.17 (Riickwértssubstitution)

1
——p{n=1),
aln Y

Ty =

Fiuri=n—1,...,1 berechne

L [,o-) N~ (D)
ri= ey (0 D iy
i j=it1
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(Warum ist alm V) # 07)

Bemerkungen zur Implementierung:

e Man kann die alten Elemente
a, , L,j=k+1,...,n
mit den neuen Elementen
hL,j=k+1,....n
tiberschreiben.

e Man kann statt der erzeugten Nullen in der k-ten Spalte die Eliminationsfaktoren

a(,]z_l)
li, = (=1 k=k+1,...,n,
Ok

abspeichern.

Wir wollen nun den Aufwand zur Losung des linearen Gleichungssystems (4.25)) mit dem Gauflschen
Algorithmus abschétzen. Wir wihlen

Aufwandsmafl = Anzahl der Multiplikationen.

Bemerkungen:

e Die Wahl der Anzahl der Multiplikationen als Aufwandsmaf hat historische Griinde. Frithere FPUs (floating-
point processing units) konnten viel schneller addieren als multiplizieren. Bei modernen FPUs ist der Unter-
schied dagegen zu vernachlissigen, so dafl eigentlich die Anzahl der Elementaroperationen ein geeigneteres
Aufwandsmafl wire. An der asymptotischen Ordnung éindert das aber nichts.

e Auch hier ist der ermittelte Aufwand bei weitem nicht proportional zur Rechenzeit und gestattet nur qualitative
Aussagen iiber das Verhalten fiir grofle n. Die eigentlich viel interessantere Rechenzeit kann selbst bei gleicher
Anzahl von Elementaroperationen je nach Implementierung um einen Faktor 100 oder mehr unterschiedlich
sein!

Wir zihlen zunéchst die Multiplikationen von Algorithmus (Gauflsche Elimination). Dann wird
aus jeder Fiir—Schleife eine Summation und wir erhalten

n—1 n n
o+ D1
k=1i=k+1 j=k+1
n—1 n n—1
= (n—k+1):Z(n—k+1)(n—k) (setze j =n — k)
k=1i=k+1 k=1
n—1
=Y (+1)j=z"-n)
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Die letzte Identitét bestétigt man durch vollstdndige Induktion. Der zusétzliche Aufwand fiir die
Berechnung von b1 ist

Z Z 1—271—]{:—214:— n?—n).

k=1i=k+1

Der Aufwand fiir Algorithmus (Riickwértssubstitution) ist

n

Z 1+Z Zn—z—i-l Z]— (n*+n) .

=1 Jj=i+1 =1

Damit erhalten wir als Gesamtaufwand fiir die Losung von (4.25)) mit dem Gaufischen Algorithmus

1 1 1 1 1
g(n?’ —n)+ §(n2 —n)+ Q(n2 +n)= gn?’ +n?— 3"
1
=-n®+0(n?) .

3

Bemerkung: Man vergleiche den polynomiellen Aufwand des GauBischen Algorithmus mit dem exponentiellen

Aufwand der Cramerschen Regel (Lineare Algebra IT).

Der Aufwand 148t sich reduzieren, wenn A gewisse Struktureigenschaften hat, etwa tridiagonal oder
symmetrisch und positiv definit ist. Wir verweisen wieder auf weiterfithrende Vorlesungen oder z.B.
auf das Lehrbuch von Deuflhard und Hohmann [I], Kapitel 1.

Als néchstes wollen wir unserer Vermutung aus dem einfithrenden Abschnitt nachgehen.

Wir definieren G, € IR™"™ durch

(k—1)
. :7alk ': 1 .:
Gy = T TR e I
0 sonst

und I € R™" sei die Einheitsmatrix.

Lemma 4.18 FEs gilt

AR = (1 — G;) A
b(’f):([—Gk)b(kfl) k=1,...,n—1,

wobei wieder A©) = A und b©) = b gesetzt ist.

Beweis: Ausrechnen liefert mit der Definition von Gy

(GkA“‘”)_::ﬁé(Gwﬂ(A“—”)

Y=

_ (Gk)zk (A(kfl)) g

0 i<k,j=1,...,n
brale ™ iz k+1,5=1,....n

lj
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Also ist

((1 - Gk)A(k‘l)) _

ij

alk =" i<k,ji=1,...,n
a

ED Y i k41, =10

Satz 4.19 Ist der Gaufsche Algorithmus fir A € IR™" durchfihrbar (d.h. erhdlt man Pivotele-

mente a,(!z_l) # 0) und ergeben sich dabei die Eliminationsmatrizen G1,...,Gp_1, so gilt
A=LR
mit
1 0 e 0
n—1 /
L=I+) Gy=|["*
k—1 : . . 0
an to gn,n—l 1

Beweis: Nach Lemma [4.18ist

R=A""Y = (I -G,_1)A"?
= (I =Gn1)I —Gprog)A"™ (4.26)
={I—-Gn-1)--(I-G1)A .
Weiter gilt

n

(GGr)ij = Y _(Gr)a(Gr)y (4.27)

1=1
= (Gi)it(Gr)rj = (Gr)i -0 =10 Vi,j=1,...,n,
also (I + Gi)(I — Gi) = I — GGy = I und somit
(I—-Gp) ' =1+Gx .

Aus (4.26)) ergibt sich daher
A={I+G1) - (I+Gr-1)R.

ghnlich wie (4.27) folgt
Gr-Gi =0 Vi>k.

Daher ist
I4+G1) - (U+Gu)=IT+G2) - T+ Gn1)+(G1 +G1G)I +G3) - (I +Gn1)

=(I+G2) - (I+Gn1)+G i (4.28)

=I+Gi+Ga+--+Gp_1=1L.

Der Gauflsche Algorithmus liefert also (falls durchfithrbar!) eine Faktorisierung
A=LR

in Dreiecksmatrizen L, R € R™". Kennt man eine solche LR—Zerlegung von A, so kann man das
Gleichungssystem Ax = b in zwei Schritten 16sen, ndmlich

Vorwértssubstitution: Lz = b

Riickwartssubstitution: Rx = z .

Dieses Vorgehen ist besonders empfehlenswert, wenn mehrere Gleichungssysteme mit verschiedenen
rechten Seiten zu lésen sind. Der Aufwand ist dann jeweils nur O(n?).
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Stabilitdtsbetrachtungen

Es ist klar, dal die grundlegende Voraussetzung nichtverschwindender Pivotelemente, also
V2o, k=1,...n-2

im allgemeinen nicht erfiillt ist. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dafi auch der Fall

a,(:;;l)wo fireink=1,...,n—2

kritisch ist, weil er zur Instabilitit des Gaulschen Algorithmus fiihrt.

Die Losung des Gleichungssystems Az = b erfolge in den drei Schritten

1. faktorisiere A = LR,
2. 16se Lz = b,

3. lose Rz = z.

Unter der optimistischen (!) Annahme, daf die algorithmische Realisierung der Gauf-Elimination
in Gleitkommaarithmetik auf eine Zerlegung

A~ LR

mit _ ~
1L =L _ IR - R|
1Ll IR

fithrt, kann der Fehler in der berechneten Loésung Z durch die Kondition der Matrizen L und R
beschrinkt werden. Dabei nehmen wir der Einfachheit halber an, daf§ die Eingabedaten A und b
nur im Rahmen der Maschinengenauigkeit gestort sind:

e — 2| l=— 2 IR- R
< k(R +
E e S E ]

< Kk(R)(2k(L) + 1)eps

/= eps

Dem steht ein unvermeidbarer Fehler

[z — 2|

< 2k(A)eps
]

gegeniiber, so daf} die Stabilitéit des Algorithmus von der zusdtzlichen Fehlerverstirkung

k(R)(2k(L) + 1)
2k(A)

g =

bestimmt wird.
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Satz 4.20 Es gilt k(R) < k(L)k(A).

Beweis:

(R) = |RIIB™H| = ILT ANAT LI < LT IANIAT L] = s(L)s(A)

|
Also vereinfachen wir o < k(L)(r(L) + 1/2) < 3x(L)2.
Satz 4.21 Mit L=(I+Gy)----- (I + Gp-1) gilt beziiglich der Zeilensummennorm
K(L) < (L4 (n = 1)lmax) (1 + frnax)™ "
mit lyax = max ||
Beweis: Offenbar gilt nach Satz
i—1
[IL]|oo = max (Z [4ik] + 1) <1+ (n—1)max |l
k=1
und . .
L™ oo < kli[l [T = Grlloo < kli[lfgag(l + i) < (14 max [l )"
|
Damit gilt
3
0 < (14 (1 = Dlmas) (1 + bmax) "V, (4.29)

Falls es iiberhaupt etwas zu eliminieren gibt, gilt . > 0. Demzufolge kann also n > 1 oder
max |;;| > 1 Instabilitit des GauBischen Algorithmus zur Folge haben.

Beispiel: (2 x 2-Matrix)
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
10_4331 +xo=1

Tr1+ 20 =2

mit der exakten Losung
1 =1+ L T2 =1-— 1
YT T 9999 7 9999 ¢
Es ist

-1 _ —4 -1 1 -1
At=(10""-1) (71 10_4)
107* 1
A_( : 1) .

Foo(A) = 1Al A oo =2-2(1 =107 " x4

die Inverse der Koeffizientenmatrix

Wir konnen daraus die Kondition

ablesen. Unser Problem ist also gut konditioniert!
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Wir nehmen an, dafl uns & giiltige Stellen zur Verfiigung stehen. Dann ist
rd(z1) =1, rd(z2) =1

die gerundete, exakte Losung. Der Gaufische Algorithmus liefert

107* 1|1 _ 1074 1 1
1 12 0 —rd(9999)| —rd(9998)

_(107* 1 1
- 0 —10000 | —10000

571:0, f2:1.

Nach Zeilentausch ist a1 = 1 > 10~%. Man erhélt

112y (1 1
107* 1)1 0 rd(0.9999)

und damit

2
rd(0.9998)>

und damit die gerundete exakte Losung

Beispiel: (Wilkinson—-Matrix)

Als zweites Beispiel betrachten wir die Matrix

1 falls i = j oder j =n
A=(aij)ij=, ay=<-1 fallsi>j

0 sonst

Die Abbildung[6]zeigt, da8 zwar die Kondition von A nur moderat mit n wichst, die Kondition von
R aber explodiert: Fiir n = 50 gilt beispielsweise x(A) = 22.3, aber x(R) = 7.5 10! Der GauBsche
Algorithmus erweist sich als instabil.

4.4 Gaufischer Algorithmus mit Spaltenpivotsuche

Um die Durchfithrung des Gauflschen Algorithmus zu sichern, wollen wir nun vor jedem Elimi-
nationsschritt durch Zeilentausch sichern, daf§ das (eventuell neue) Pivotelement a,(clzfl) # 0 ist.
(Ist das im Falle reguldrer Matrizen immer moglich?) Aus Stabilitétsgriinden wihlen wir al(clz_l)
betragsméfig moglichst grofl, um entsprechend Satz fiir moglichst gute Kondition der Elimi-

nationsmatrix I — Gy, zu sorgen.

Diese Uberlegungen fithren auf die folgende praktikable Variante des ,naiven“ Verfahrens

Algorithmus 4.22 (GauB-Elimination mit Spaltenpivoting)

Fir k=1,...,n— 1 berechne

{
ko =k
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}

15

10|

100 }WW

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung 6: Kondition der Wilkinson-Matrix und ihres Faktors R.

Firi=k+1,...,n berechne

Falls ‘agllj_l)‘ > a,(;;;l)} , setze kg :=1

}

Vertausche die k—te Zeile mit der ky—ten Zeile

k-ter Eliminationsschritt wie in Algorithmus

Bemerkungen:

Der Zusatzaufwand fiir Spaltenpivoting besteht in O(n?) Vergleichen und Vertauschungen.

Aufgrund unserer Stabilitdtsanalyse sollte max;—t1
so wihlen, daf} gilt

n |€ir:] moglichst klein sein. Daher sollte man besser ko

.....

ag, " ag, "
m o] S .ma = Vi=k,...,n.
i=k,..,n akok ‘ i=k,..,n a]‘k

Dieses Vorgehen ist jedoch aufwendiger. Meist verwendet man stattdessen eine geschickte Skalierung des Glei-
chungssystems. Wir verweisen auf Deuflhard und Hohmann [I], S. 13.

Nun gilt durch die Wahl der Pivot-Elemente /.« < 1, so daf} die Stabilitéit der Gauf-Elimination
mit Spaltenpivoting entsprechend (4.29) durch

B
-2

gegeben ist. Fiir grofle n kann der Gaufl-Algorithmus also auch mit Spaltenpivoting instabil sein.
Jedoch ist die Abschitzung natiirlich nicht scharf, und fiir viele Arten von Matrizen (symmetrisch
positiv definite, diagonaldominante, zuféllige, Bandmatrizen, etc.) konnen deutlich schiirfere Re-
sultate gezeigt werden. Insbesondere fithrt schon eine Nachiteration (siehe [1]) zur Stabilitét:

1.

zerlege A = LR
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. 16se Lz =b

. 16se Rt = =

. 16se Lz =1r

2

3

4. berechne r =b — A%
5

6. 16se Rx =z

7

. berechne x =2+

Das Analogon zu Satz ist nun

Satz 4.23 Die Gaufische Elimination mit Spaltenpivotsuche liefert eine Zerlegung
LR =PA

mit unterer Dreiecksmatriz L, oberer Dreiecksmatriz R und einer Permutationsmatric P. PA un-
terscheidet sich von A also nur durch Vertauschung der Zeilen.

Beweis: Die Vertauschung von k—ter Zeile mit ko—ter Zeile wird durch die Permutationsmatrix Py reprisentiert. So
bewirkt P, A%®~Y gerade die Vertauschung von k—ter und ko—ter Zeile. Dann liefert der Eliminationsprozess Matrizen
G mit

(I—-Gp-1)Pr1---(I-G1)PPA=R.

Wegen P, ' = P, und (I — Gi) ™! = (I + Gy) ist
A=P(I+G1)...Pas(I+Gn1)R . (4.30)
Wir setzen
Qr=Pn1-P,, k=1,...,.n—-1, Qn=1.
Wegen Py, P, = I gilt dann
QrPr(I + Gi) = Qu41 P Pr(I + Gi)
= (I + Qu+1G Qi) Qr1
= (I + Qr+1Gk)Qr+1 ,

denn

GkQ;;il =GrPiy1- P11 =G .
Multiplikation von rechts mit P, bewirkt ndmlich die Vertauschung der Spalten [ und lp > [ und die sind beide Null
fir [ > k.

Setzt man P = Q1 = Pn—1--- P1, so folgt aus (4.30) schlieBlich
PPi(I+G1) - Poci(I+Gno1) = (I +Q2G1)Q2P2(I + G2) -+ Poi(I + Gr1)

= (I +Q2G1)(I +Q3G2) -+ (I + Gn-1) (4.31)
n—1

=I+ZQ1¢+1G1€=L7
m=1

denn die Matrizen Q+1Gy sind von der gleichen Bauart wie Gy und man kann wie in (4.28)) schlieflen. Aus ({4.30)
und (4.31) folgt die Behauptung. [ ]

Ubrigens liefert der MATLAB-Befehl
[L,R,P]1=1u(A)

eine L R—Zerlegung von A mit Pivoting. Ausprobieren!
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A  Elementares zum Rechnen mit Vektoren und Matrizen

Wir beschrianken uns auf das Elementarste und verweisen fiir alle schonen mathematischen Ausfithrun-
gen zu diesem Thema auf die Vorlesungen zur linearen Algebra.

A.1 Vektoren

Rein rechentechnisch ist ein Vektor x eine Spalte oder Zeile von Zahlen x1,...,x,
1
x2
T = oder =z = (xl,x2, ,xn).
Tn

Dabei ist n eine beliebige positive ganze Zahl n, die Linge des Vektors. Man bezeichnet den ersten
Fall als Spaltenvektor und den zweiten als Zeilenvektor. Wir beschrinken uns hier auf reelle Zahlen
zr € IR; die z heissen Komponenten oder Eintrédge des Vektors und wir schreiben der Einfachheit
halber oft © = (2)=1,. » sowohl fiir Spalten- als auch Zeilen-Vektoren.

Fiir Vektoren gelten folgende Basisoperationen:

o Multiplikation mit einem Skalar: Fiir ein beliebiges @ € IR und einen Spaltenvektor x =
(k) k=1,...n ist
ary

axr?
ar = s
ATy

d.h. alle Komponenten des Vektors werden mit dem Skalar multipliziert. Gleiches gilt fiir
Zeilenvektoren.

o Addition von Vektoren: Fiir zwei Spaltenvektoren « = (2)k=1,...» und y = (Yr)k=1,..n ist

1+

T2 + Y2
T+y =
Ty + Yn

Wiederum gilt gleiches fiir Zeilenvektoren. Es kénnen nur Vektoren gleicher Linge addiert
werden. Die Addition von einem Zeilen- mit einem Spaltenvektor ist nicht definiert.
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Beispiel:
Sei z = (1, 2, 3) und y = (0, 7.5, —2). Dann ist

1
r+y=(1,951) und - 3= (1, —1.75, 4).

A.2 Matrizen

Matrizen sind rechentechnisch nichts weiter als rechteckige Felder von Zahlen oder anders ausge-
driickt: eine n x m Matrix A ist eine Zeile aus m Spaltenvektoren der Lénge n, wobei n und m
positive ganze Zahlen sind. Fiir n = 2 und m = 3 sieht das z.B. so aus:

1 6 -1
A= .
o)

Oder allgemein:

aip a2 - A1m

azy a2 - A2m
A =

anl Aan2 -  Qpm

Natiirlich kénnten wir auch sagen, dass eine nxm-Matrix eine Spalte der Linge n aus Zeilenvektoren
der Liange m ist! Eine 1 x 1-Matrix ist nichts weiter als eine einzelne Zahl, ist also identisch mit
einem Skalar.

Bemerkung: Offensichtlich ist eine 1 x m-Matrix nichts anderes als ein Zeilenvektor der Lange m
und eine n x 1-Matrix ein Spaltenvektor der Lange n.

Wiederum beschrianken wir uns hier auf reelle Eintrége ax; und schreiben fiir unsere n x m-Matrix
auch vereinfacht A = (ag)k=1,... nji=1,...m- Die Menge aller moglichen n x m-Matrizen mit reellen
Eintrégen bezeichnen wir mit

R™™

so dass wir als einfachste Schreibweise fiir den Satz “Die n x m-Matrix A mit Eintrégen ag;” haben:
A = (ag) € R™. Im Falle n = m, also gleichen Spalten- und Zeilenléinge, spricht man von
quadratischen Matrizen.

Fiir Matrizen gelten folgende Basisoperationen:
o Multiplikation mit einem Skalar: Fiir ein beliebiges o € R und eine Matrix A = (ay;) € R™™
ist
aA = (aay) € R™™,

d.h. alle Eintrage der Matrix werden mit dem Skalar multipliziert.
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e Addition von Matrizen: Fiir zwei Matrizen A = (ay;) € R™™ und B = (by;) € R™™ ist
A+ B = (am +by) € R™™.
Es konnen nur Matrizen gleicher Grosse addiert werden.

o Multiplikation von Matrizen: Fiir zwei Matrizen A = (ag;) € R™™ und B = (by) € R™* ist
m
A-B = (cj) € R™  mit cjl = Z@jibz‘l, j=1....n,0l=1,... k.
i=1

Also ergibt die Multiplikation einer n x m-Matrix und einer m x k-Matrix eine n x k-Matrix.
Andere Produkte sind nicht definiert.

Die Multiplikation von Matrizen soll etwas genauer kommentiert werden: Wenn wir zuerst einmal
den Fall n = k = 1 betrachten, so multiplizieren wir also einen Zeilenvektor A € R mit einem
gleichlangen Spaltenvektor B € R"™!. Das Ergebnis ist eine 1 x 1-Matrix, also ein Skalar, und zwar
die Zahl, die sich als Summe der Produkte der Eintrége ergibt:

b11
ba1 m
A-B = (a1, a1z, -+ , @im) - =) auba.
: =1
bml
Beispiel:
Fiir m = 3 ergibt sich das Produkt von Zeilen- und Spaltenvektor zu:
-1
(1,2,v2) - 1 = —1+24+(-2) = —1.
-V2

Das Produkt einer n x m-Matrix A und einer m x k-Matrix B ldsst sich dann verstehen als die
Matrix C, deren Eintrige c;; sich aus dem Produkt des j-ten Zeilenvektors von A mit dem [-ten
Spaltenvektor aus B ergibt!

Beispiel:
Fiir n =2, m = k = 3 ergibt sich das Produkt zu:
-1 0 1
1 2 2 -1 14 5
0 3 1/v2 9 91 4
V2 0 V2
wobei sich der erste Eintrag in der ersten Zeile (= —1) aus dem Produkt der ersten Zeile von A und der ersten Spalte

von B ergibt, was genau das Produkt aus dem vorstehenden Beispiel ist.
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Diese Definitionen implizieren, dass die iiblichen Kommutativitdts- und Assoziativitéitsgesetze fiir
die Addition und das Assoziativitidtsgesetz fiir die Multiplikation gelten, d.h. wir haben fiir alle
Matrizen A, B, C' passender Grosse:

A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C
A-(B-C)=(A-B)-C,
wihrend das Kommutativitétsgesetz fiir die Matrizenmultiplikation nicht gilt, d.h. i.A. ist:
AB # BA.

Finde zur {ibung zwei 2 x 2-Matrizen, deren beiden Produkte nicht gleich sind!

Diagonalmatrizen sind spezielle quadratische Matrizen A = (ag;) € R™"™ mit der Eigenschaft, dass
nur die Diagonaleintrige axr von Null verschieden sein kénnen, wiahrend alle Nicht-Diagonaleintrige
verschwinden: ay; = 0, falls k # [. Die Einheitsmatriz oder Identitat I € R™™ ist die spezielle
Diagonalmatrix, deren Eintrége allesamt gleich Eins sind:

1 00 --- 00

o10 --- 00
I =

0O 0 0 - 0 1

Multiplikation einer beliebigen Matrix A = (a;) € R™™ mit der Identitdt I € R™"™ ergibt daher
immer

A-I = A

Eine weitere wichtige Basisoperationen auf Matrizen ist die Transposition: Transposition einer
Matrix A = (ag;) € R™™ ergibt die m x n-Matrix, bezeichnet mit A7, die dadurch entsteht, dass
man die Zeilen von A als Spalten von AT nimmt:

aix a2 - A1m ail a1 e an1

az1 a2 - a2m ai2 a2 e an2
A= ) . _ ) liefert AT =

anl AaAp2 - Qapm Q1m  A2m  °°  Anpm

Beispiel:
1 0
A:(l 2 ﬁ) lifert AT= [ 2 3 |,
0 3 1/v2 NCERYNG

Offensichtlich ergeben sich zwei einfache Beobachtungen:
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e Das Transponieren eines Spaltenvektors ergibt einen Zeilenvektor und umgekehrt.

e Doppeltes Transponieren hat keinen Effekt: (A7) = A.

Quadratische Matrizen mit der Eigenschaft AT = A heissen symmetrisch, bei ihnen #ndert also das
Vertauschen von Spalten und Zeilen nichts.

Beispiel:

12\ . ‘ r_ (1 2
A= (2 3) ist symmetrisch, denn A” = (2 3) .

A.3 Verwendungsbeispiele

Wir wollen zwei sehr einfach Félle betrachten: die Matrixdarstellung linearer Gleichungssysteme
und die Drehung eines Vektors in der Ebene.

Beispiel: Matrixdarstellung linearer Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem aus n Gleichungen fiir die n Unbekannten z1,...,x, hat die allge-
meine Form

annry + ajpxe + -+ apx, = b
a1y + agexs + -+ agxy, = bo
ap1x1 + ap2T2 + -+ appTy = bn

Unter Ausnutzung der obigen Regeln fiir die Matrizenmultiplikation kénnen wir das umschreiben
in die Matrixform des linearen Gleichungssystems:

Ax =b.

Dabei sind A = (a;;) € R™" sowie b = (b;) € R™! gegeben und z = (z;) € R™' gesucht.
Das Gleichungssystem konnte z.B. fiir n = 2 lauten

1+ 220 =0
—x1+ 312 = 1.

o 1 2 o T . 0
T RS G R )

Beispiel: Drehung eines Vektors in der Ebene

Das ergéibe dann
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Abbildung 7: Drehung eines Vektors v um den Winkel ¢ im Uhrzeigersinn.

In Abbildung [7]ist der Spaltenvektor

als Vektor in der Zeichenebene aufgespannt durch ein x;-zs-Koordinatensystem dargestellt. Mit
dem Winkel «v zwischen v und der x1-Achse erhalten wir nach den elementaren trigonometrischen
Regeln:

v = V5 cosa

Vg = V5 sina

Wir wollen diesen Vektor um einen Winkel ¢ im Uhrzeigersinn drehen. Wiederum nach den ele-
mentaren trigonometrischen Regeln hat dann der Ergebnisvektor

. U1
v = ~
V2

o1 = V5 cos(a — ¢) = V/5 (cos - cos ¢ + sin a - sin )
by = V5 sin(a — ¢) = V5 (sina - cos ¢ —sin¢ - cos ),

die Eintrige

oder

U1 = CoS¢ - v + sing - vy

U9 = —sin¢ - v; + cos ¢ - va,

was wir vereinfacht ausdriicken konnen als

v=C-v, mit C:<COS¢ s1n¢)>'

—sin¢g cos¢
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Die Transformationsmatriz C' hat eine interessante Eigenschaft, es gilt ndmlich:
cfc=cc” =1

Matrizen mit dieser Eigenschaft nennt man orthonormal oder Drehmatrizen. Sie spielen in vielen
Bereichen eine wichtige Rolle.

B Beispiele zur Modellierung

Dieser Anhang ist wiederum nur fiir die in besonderem Mafle Interessierten bestimmt und wird
nur in Abschnitt benétigt und ist dort auch nicht zentral. Trotzdem ist es wichtig, auch einmal
genauer iiber den Vorgang der Modell-FErstellung nachzudenken. Das Folgende ist ein Beispiel fiir
diesen Vorgang.

B.1 Auslenkung einer Saite

Wir betrachten eine beidseitig eingespannte Saite der Lange L > 0. Unser Ziel ist es, ein mathematisches Modell her-
zuleiten, welches es erlaubt, die Auslenkung u : [a,b] — IR (Einheit: Meter) durch eine gegebene vertikale Kraftdichte
f :[a,b] — R (Einheit: Ne¥ton) 7y herechnen.

Meter

Wir betrachten als erstes die Ruhelage.

|
Y Ql

|

{ > T

P L

In diesem Fall heben sich in jedem Punkt P auf der Saite die angreifenden Kéfte o und —o auf. Wir gehen im
folgenden davon aus, dal die Spannung in Ruhelage |o| bekannt ist.

Als zweites Teilproblem betrachten wir die Auslenkung durch eine vertikale Punktkraft F; = ( 121) inz1 € (0,L)

Yy
A N
Fy
P
N o,
gy
c u
o\ -
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Kriftegleichgewicht in P bedeutet: ;l + 07 + F = 6 (Kréftebilanz).

Wir berechnen die y—Komponente von o= (Zﬁl) Es gilt
2y

o1y = —|o|sine .
Fiir kleine Auslenkungen U; = 0 gilt
lou| ~ || (Spannung in Ruhelage)
und
. Ur  Us
ar0=>crzr =>sina= — =~ — |
C X1
also insgesamt
o1y~ —|o |
Ly z1 .
Analog erhilt man
Ory = o]
Yy L—

Einsetzen in die Kriftebilanz liefert

- 1 1
O—Ul,y"_g'r,y"'FlN_'U‘Ul (;1+L—£E1)+Fl .

Jetzt kommt ein naheliegender Schritt. Wir setzen einfach

— 1 1 !
—|o|Ui | — 1 =0. 2.1
|o] 1<$1+L—x1)+ 1 (2.1)
Dadurch machen wir einen Fehler, den sogenannten Modellfehler. Aus unseren iiberlegungen folgt, daf§ der Modell-
fehler ,klein* ist, solange U; ,klein“ ist. Eine quantitative Kontrolle haben wir nicht.

Aus (2.1)) konnen wir U; ausrechnen.
I —
A Ut GV N
lo|L
Durch eine weitere Kriiftebilanz bestétigt man, dal die Auslenkung Ui(z) auf [0,z1] und [z1, L] linear sein muf
(iitbung). Das bedeutet

Ul(iL') = K(iL',:IZ1)F1 :

%Fl 0<z<a
K(z,z1) =
%F1 rn<z<L.
Als drittes Teilproblem betrachten wir nun die Auslenkung durch zwei vertikale Punktkréfte, namlich F; = ( 121) in

z1 € (0,L) und F2 = (122) in x2 € (0,L).
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Im Falle Uy =~ 0 und Uz = 0 gilt fir das resultierende Inkrement Uz (x)
Us(x) = K(x,22)F»
und daher fiir die gesamte Auslenkung u(z)(x)
u? (z) ~ U () + Us(z) = K (2, 21)F1 + K(z,22)Fs .
Wir machen einen zweiten Modellfehler und setzen

u® (2) = Uy (2) + Ua(2) = K (2, 21)F1 + K(z, 1) Fs.

Jetzt schlieffen wir von 2 auf n Punktquellen. Dazu sei

O=zo<t1 < <Tp-1<Tn=1L
eine Zerlegung von [0, L] und es seien FY,...,F,_1 vertikale Punktkrifte in zo,...,Zn—1. Induktive Anwendung
unserer Argumentation aus dem vorigen Schritt liefert fiir kleine Auslenkungen u<")(m) die Darstellung

u™ (z) = i Ui(z) = i K(x, ) F;.
=0 i=0

Wir kommen zum letzten Schritt unserer Herleitung. Gegeben sei eine
vertikale Kraftdichte f : [a,b] — R.

Wir approximieren f durch
Fy = f(xo)(zig1 — ) i=0,...,n—1.

Die Auslenkung durch die entsprechenden vertikalen Punktkrifte ist

n—1

u™ (x) = 3 K(x,2:) f(2) (@i — 1) - (2.2)

i=0
Als Modellierer gehen wir davon aus, dafl diese Summe fiir

max (:L’i+1 — $1) — 0
i=0,...,n—1

und jedes feste x € [a, b] gegen

/ K (2,€)f(6)de = u(x) (2.3)

Bemerkungen:

o Als Mathematiker wissen wir aus der Analysis I, daf fiir stetige f die Riemannsche Summe (2.2)) gegen das
Integral (2.3]) konvergiert.

e Ist f nicht Riemann-integrierbar, so ist das Integral in (2.3) nicht definiert. In diesem Fall ist unser Modell
mathematisch sinnlos.

e Unser Modell (2.3) liefert fiir alle stetigen Kraftdichten f eine Auslenkung u, ist also fir alle stetigen f
mathematisch sinnvoll.

e Aufgrund der Herleitung wissen wir, dafl das Modell nur fir ,genigend kleine“ f physikalisch sinnvoll ist.
Eine genaue Quantifizierung von ,klein“ haben wir nicht hergeleitet.

e Die Herleitung von iiber liefert ein numerisches Verfahren zur Approximation von u gleich mit.
Das ist typisch. Dieses Verfahren ist jedoch meist nicht besonders effizient, d.h. Aufwand und Genauigkeit der
Approximation stehen in keinem guten Verhéltnis. Auch das ist typisch. Bevor wir anspruchsvollere Verfahren
entwickeln und verstehen konnen, haben wir allerdings ein paar Vorbereitungen zu treffen. Das ist allerdings
Inhalt der Vorlesung Computerorientierte Mathematik II.
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Abbildung 8: Bilder des Weltraumteleskops Hubble vor und nach dem Einbau der Korrekturoptik.
Hier die Spiralgalaxie M100.

B.2 Bildverarbeitung

Wir untersuchen das ,,Hubble-Problem®. Die NASA brachte 1990 ein Spiegelteleskop in eine erd-
nahe Umlaufbahn, von dem man sich Aufnahmen bisher ungesehener Qualitdt versprach, da der
storende Einflul der Erdatmosphére entfillt. Aufgrund eines Fertigungsfehlers (der Hauptspiegel
war um wenige Mikrometer falsch geschliffen) lieferte das Teleskop jedoch nur enttéuschend verwa-
schene Bilder. Erst 1993 konnte eine Korrekturoptik eingebaut werden (siehe Abbildung . In der
Zwischenzeit bemiihte man sich, den Abbildungsfehler in den Daten mathematisch zu korrigieren.

Zur Vereinfachung betrachten wir als eindimensionales Problem die Abbildung eines schmalen Strei-
fens des Firmaments auf einen schmalen Bildstreifen. Die Position am Himmel werde mit der Varia-
blen ¢ € [§, ] und die Bildposition mit der Variablen = € [z}, z,] bezeichnet. Dann kénnen wir die
Helligkeit des Firmaments entlang des Streifens als Funktion w : [, §,] — IR und die Bildhelligkeit
als Funktion b : [z, z,] — IR beschreiben.

Die Abbildungsleistung einer perfekten Optik ist dann durch
b(z) = w((:c — 1) & = &

Ty — Xy
gegeben. Allerdings ist keine Optik perfekt, insbesondere eine fehlerhaft geschliffene nicht, so dafl
das Licht eines Punktes am Himmel auf mehrere Bildpunkte verteilt wird, oder umgekehrt ein
Bildpunkt Licht von mehreren Punkten am Firmament aufsammelt:

b(z) = Z aiw(&;)

+ §z>

Eine kontinuierliche Beschreibung ist allerdings angemessener:

&
b(z) = . K(z, Qw(&)ds V€ [z, ] (2.4)
l
Dabei beschreibt die Ubertragungsfunktion K (z, &), welcher Anteil des Lichts vom Himmelspunkt
& auf den Bildpunkt z abgebildet wird. In Form von Bilddaten verfiighar ist also die Funktion b,
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die sich von der eigentlich interessierenden Helligkeitsverteilung w deutlich unterscheiden kann. Das
,Hubble-Problem® besteht also darin, zu gegebenem b ein w zu finden, so dafl die Fredholmsche
Integralgleichung erster Art (2.4) erfiillt ist.

Die Rekonstruktion des gewiinschten Bildes kann sich durchaus sehen lassen (Abbildung E[)

Abbildung 9: Bilder des Weltraumteleskops Hubble vor und nach der mathematischen Korrektur.

C Nochmal: Dreitermrekursion

Wir wollen kurz die Stabilitidt der beiden Algorithmen diskutieren, ohne allerdings eine detaillierte
Stabilitétsanalyse wie in Abschnitt [2.4] vorzunehmen.

Algorithmus beruht auf der sukzessiven Berechnung der xj. Ausgehend von gestorten Ein-
gangsdaten Tg,r; kommt dabei in jedem Schritt von k& auf £ + 1 ein neuer Rundungsfehler der
Groflenordnung eps hinzu. Man kann nun zp_1, z; als Startwert fiir die restlichen 50 — k£ Schritte
auffassen, die eine gemeinsame Kondition von etwa

2o 50—k
A1

aufweisen. Wir setzen ¢ = \a/A1 =~ 5.83. Dann wird klar, dafl der Gesamtfehler ungefihr

50
_ 50—k 50 ©ps
e—kg_oq eps < ¢ 141

betriigt. Die zusditzliche Fehlerverstirkung durch den Algorithmus ist also der Faktor 1/(1—¢~!) ~
1.21. Trotz der grauenhaften Ergebnisse ist Algorithmus also stabil!

Natiirlich moéchte man sich nicht mit der Erkenntnis ,, Kondition zu gro3 — Problem unltsbar®

abfinden. Die rettende Idee ist nun, ein ganz anderes Problem mit anderen Eingabedaten zu for-
mulieren, das auf das gleiche Ergebnis fiihrt. Dies ist z.B. die Grundlage von Algorithmus Die
Eingabedaten bestehen hier nur aus dem ersten Folgenglied xg! Schon z1 wird durch die analytisch
gewonnene Erkenntnis bestimmt, daf sich die Losung als 29A\¥ darstellen 1:ft.
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Ein wesentlicher Nachteil von Algorithmus[2.11]ist, dafl seine Anwendungsmoglichkeit auf konstante
Koeffizienten a,b beschriankt ist. Im Falle

Tpy1 + apxp + bg_175-1 =0
gilt ndmlich Satz nicht mehr.
Ein Ausweg besteht in der ndiherungsweisen Losung von Problem (2.9)): Anstatt zu versuchen, die

Folgenglieder xo, ..., x50 exakt zu berechnen, konstruieren wir fiir jedes k = 1, ..., 50 eine Ndherung

x,gn), n = 0, .. mit der Eigenschaft

2 . -
k k n Q.

Wir haben schon gesehen, dafl die numerische Anwendung mathematisch exakter Verfahren auch
nur (rundungs-) fehlerbehaftete Losungen liefert. Daher ist es durchaus kein Nachteil, wenn ein
Néherungsverfahren (beliebig genaue) Approximation liefert.

Zur Konstruktion eines brauchbaren Ndherungsverfahrens fiir (2.9) betrachten wir die zugehdrige
Riickwértsrekursion

Yk—1 = 2Ur + Yg+1 , k=n+1,..,1
fiir die Anfangswerte y,+1 = 1, yn+2 = 0. Nach Satz ist die Losung gegeben durch
Yk = a)\l_(n_k+2) + B/\Q_(n_k+2) , k=n,..0.

Dabei sind \; = v2 — 1, A = v/2 + 1 nach wie vor die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

N 4220—-1=0,
denn )\1_1, Ay ! sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p?—=2p—1=0
der Riickwértsiteration. Die Koeffizienten «, # erhédlt man nun aus

a+pB=0
a BN =1

Im Vergleich mit der Vorwirtsiteration dreht sich das Wachstum der zu Ay bzw. Ay gehdrenden
Beitrige zur Losung um. So gilt insbesondere

yp = oA "D 4 gy TR o TR 0,50,
falls n > 50, denn es ist ja )\fl > 1, )\51 < 1. Daher ist fiir geniigend grofie n
—(n—k+2)
(n) _ Yk AN k
T, =N = A =1, k=0,..,50. 3.5
w0 o &9)
Beachte, dal « # 0 vorliegt!

Beobachtung (3.5)) ist die Grundlage unseres Naherungsverfahrens.
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Algorithmus C.1 (Miller 1952)

Initialisierung: Wiéhle n > 50 geniigend grof.
Riickwértsiteration: Yk = 2Yk+1 + Yk+2, kE=mn,..,0, yYnt1 =1, yYny2=0.
Normierung: ngn) = Z’S k=0,..,50.

Bei Wahl von n = 100 liefert ein entsprechendes MATLAB-Programm das Ergebnis
x_b60 = 7.264667356934824e-20

Das ist bis auf 13 Stellen genau das Ergebnis von Algorithmus Wir wollen dieses ermutigende
Resultat nun theoretisch absichern.

Satz C.2 Fir die in (3.5) berechneten Néiherungen gilt
(n)

hmxk =2, k=0,...,50 .
n—oo
Beweis: Wegen a # 0 haben wir
k k n+2
yi 3 a)\;(nfkﬁ»Z) +/BA;(n7k+2) B 2 ( )
- —(n+2 —(n+2 - :
Yo ax; " gy Y 1+5(71”
Offenbar ist fiir jedes feste kK = 0, ..., 50
] X )\1 n+2 B
e 2 (7 =0
und es folgt die Behauptung. [ ]

Der Miller—Algorithmus 148t sich auf Differenzengleichungen mit variablen Koeffizienten verallge-
meinern, wird dann allerdings etwas aufwendiger. Fiir Einzelheiten verweisen wir auf das Kapitel 6
im Lehrbuch von Deuflhard und Hohmann [IJ.

Wir fassen zusammen:

e Der naive Algorithmus ist stabil, liefert aber aufgrund der schlechten Kondition des Pro-
blems keine brauchbaren Ergebnisse.

e Algorithmus also die Auswertung der geschlossenen Losung aus Satz ist stabil und
berechnet ein gut konditioniertes Problem, ist aber nur auf konstante Koeffizienten ag, bx
anwendbar.

e Algorithmus ist stabil und 16st ein gut konditioniertes Problem. Dariiberhinaus ist er auf
nichtkonstante Koeffizienten verallgemeinerbar, aber aufwendiger als Algorithmus [2.11]

Die Frage nach dem besten Algorithmus dhnelt der Frage nach dem besten Golfschliger (traditio-
neller Studentensport): Die Antwort ist sehr problemabhéingig.

In unserem Fall gewinnt Algorithmus [2.11] Bei variablen Koeffizienten scheidet er gleich aus. Bei
gut konditionierten Problemen (auch dle glbt es!) wird man Algorithmus nehmen. Fiir schlechte
Kondition und variable Koeffizienten bleibt Algorithmus
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Matrixdarstellung der 3-Term-Rekursion: Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir unseren zentralen Satz[2.10]
noch in einen allgemeineren Zusammenhang stellen, der in den Vorlesungen Lineare Algebra II und Computerorien-

tierte Mathematik II wieder auftauchen wird.

Wir kénnen offenbar die 3—Term—Rekursion
Th+1 +azxk +brp—1 =0

auch in folgender Form schreiben

Tpy1 = —aTk — bTr_1
T = 1.’Ek .
Zur Abkiirzung fithren wir die Bezeichnungen
x
Uk+1 = ( ;:1) Vektor

—a —b .
A= ( 1 0 ) Matrix
ein.

Wir definieren das Matrix—Vektor—Produkt

Auy — —a —b Tk Def [ —axr — bxp—_1
P10 ) \aker) T O \Lime 402

gerade so, daBl ugr1 = Auk gilt.
A (“1> = (A“) VAER .
V2 A’Uz

A(Av) = N VAieR.

Weiter definieren wir

Es folgt

Eine Zahl X heifit Figenwert von A zum Eigenvektor v = (Zl) von A falls
2

Av=)v.

Beobachtung: In diesem Fall ist
U = aXfy Va € R
Losung der 3—-Term—Rekursion (3.6[), denn
Auy, = A(a)\kv) = o) Av = aXFtly = Uk41 -
Die Nullstellen A1, A2 des charakteristischen Polynoms

M4ar+b=0

aus Satz [2.10] sind gerade die Eigenwerte von A.

Beispiel:

.
3
I
RS
o
+
-
+
3
SN—
I

(a5 ) =
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