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1 AUSSAGEN UND HAUFIGKEITEN

Grundgesamtheit: rdumlich und zeitlich abgegrenzte Menge von

Untersuchungseinheiten

Merkmale oder Variable: Eigenschaften der Untersuchungseinheiten
Auspragungen: Werte der Merkmale

Datenliste: Folge von Untersuchungseinheiten

Umfang: Anzahl der Elemente einer Datenliste
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Sind A und B zwei beliebige Aussagen, so bedeuten:

AUB: A oder B trifft zu.

Mindestens eine der beiden Aussagen A, B trifft zu.
ANB: A und B treffen zu.

Beide Aussagen A und B treffen gleichzeitig zu.
A A trifft nicht zu.

Das Gegenteil von A trifft zu.
AC B: Wenn A, dann B.

B ist eine umfassendere Aussage als A.
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Ziel einer statistischen Untersuchung: Aussagen iiber die Untersuchungsobjekte A= A ist unmoglich.
(1.3) DEFINITION Es sei A eine Aussage iiber ein Merkmal der Die Aussage A trifft niemals zu.
Untersuchungsobjekte. Unter der absoluten Haufigkeit h(A) versteht man die A= A ist sicher.
Anzahl der Untersuchungsobjekte, fiir die die Aussage A zutrifft. Unter der ik e A e e o
relativen Haufigkeit f(A) versteht man den Anteil (Prozentsatz) der
Untersuchungsob jekte, fiir die die Aussage A zutrifft.
P h(A) h(@) =0, f(®)=0
oon M) =mn, f(Q)=1
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Es seien A und B zwei beliebige Aussagen:

e Wenn AN B =0, so sind die Aussagen unvereinbar, die Aussagen konnen
nicht gleichzeitig zutreffen, sie schliefflen einander aus.

e Wenn AU B =, so trifft stets mindestens eine der Aussagen A oder B zu.

Die Aussagen A und B schopfen gemeinsam alle Moglichkeiten aus.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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2 EREIGNISSE UND WAHRSCHEINLICHKEITEN
Stochastik : Zufallsexperimente

(2.2) DEFINITION Unter einem Zufallsexperiment versteht man ein grundsétzlich
wiederholbares Experiment mit mehreren méglichen Ergebnissen. Die
Versuchsergebnisse sind nicht vorhersagbar, sondern wechseln zuféllig von
Versuchswiederholung zu Versuchswiederholung.

Zufallsexperimente konnen nur statistisch beschrieben werden.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Monotoniegesetz:

AC B = h(A) < h(B) und £(4) < f(B)

Additionsgesetz:
Anp o | HAUBIZRA) + h(E),
)=f(4) + f(B)
Siebformel:
h(AU B) = h(A) + h(B) — h( )
f(AUB) = f(A) + f(B) — f(AN B)
Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Ereignisse: Aussagen iiber die Versuchsergebnisse

e Wenn die Aussage A fiir ein Versuchsergebnis zutrifft, so sagt man, dafl das
Ereignis A eingetreten ist oder beobachtet worden ist.

e Wenn A nicht zutrifft, dann sagt man, das Ereignis A ist nicht eingetreten.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Ist das Zufallsexperiment unter identischen Versuchsbedingungen beliebig oft
reproduzierbar, so kann es statistisch ausgewertet werden, dh. die
Versuchsergebnisse werden einer Datenanalyse unterworfen.

Statistische GesetzmafBigkeiten:

Die relative Haufigkeiten von Ereignissen scheinen mit wachsendem Datenumfang

einem festen Wert zuzustreben.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(2.4) BeisPIEL: WURFELWURF
Zwei Wiirfel werden geworfen.

Haufigkeit des Ereignisses A =,,Die Augensumme ist mindestens 10”

n | hA) ] F(4)
10 [0 |0

100 [19 0,19
500 (80 |0,16
1000 | 170 | 0,17
2000 | 349 | 0,1745

Auch hier scheinen die relativen Haufgkeiten gegen einen Grenzwert zu

konvergieren.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(2.3) BEISPIEL: MUNZWURF
Miinze wird n—mal geworfen.

Haufigkeit des Ereignisses A =,,Die Zahlseite liegt oben”

n= | h(4) | f(4) |If(4) -3
10 |3 0,3 0,2

100 |47 |0,47 [0,03

500 | 254 | 0,508 | 0,008
1000 | 488 | 0,488 | 0,012
5000 | 2453 | 0,4906 | 0,0094

Die relativen Haufigkeiten konvergieren anscheinend gegen den Wert 0,5.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(2.5) EMPIRISCHES GESETZ DER GROSSEN ZAHL:
Wird ein Zufallsexperiment unter identischen Bedingungen wiederholt, und zwar
so, daf} die einzelnen Versuchsergebnisse einander nicht beeinflussen kénnen,
dann konvergieren die relativen Haufigkeiten mit wachsender Anzahl der
Versuchswiederholungen gegen einen Grenzwert:

lim, o0 frn(4) =p
Der Grenzwert p hdngt vom jeweiligen Ereignis A ab, daher schreibt man
p=P(A).

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Empirisches Gesetz der groflen Zahl:

Die langfristige durchschnittliche Haufigkeit ist als naturgesetzartige Eigenschaft
des Zufallsexperiments ansehbar.

(2.6) DEFINITION Unter der Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A
versteht man den Grenzwert der relativen Haufigkeiten f,(A).

Wabhrscheinlichkeiten sind nichts anderes als idealisierte relative Haufigkeiten.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Zwei Wege, um eine Wahrscheinlichkeit zu bestimmen:

Statistische Methoden: Die relative Hiufigkeit f(A) des Ereignisses ist ein
Schitzer fir die unbekannte Wahrscheinlichkeit.

Mathematische Methoden: Mit mathematischen Methoden werden die
exakten Werte von Wahrscheinlichkeiten berechnet.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Daher gelten fiir Wahrscheinlichkeiten gleiche Rechengesetze:

(1) 0<P(4)<1

(2) P®)=0, P(@) =1

(3) ACB= P(A)<P(B) Monotoniegesetz
(4) AnNnB=0= P(AUB)=P(A)+ P(B) Additionsgesetz
(5) P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) Siebformel

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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METHODE vON LAPLACE

Seien Aj, As, ..., A, Ereignisse, die eine Zerlegung der Ereignismenge bilden:

P(Ay) + P(As) + - + P(Ay,) = P(Q) = 1.

Die Ereignisse seien gleichwahrscheinlich:

1
P(A;)=P(Ay)=...=P(4,) = p
(2.7) BEISPIEL Werfen einer Miinze

(2.8) BEISPIEL Werfen eines Wiirfels

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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ZIEHUNGSEXPERIMENTE
Die Grundgesamtheit bestehe aus N Untersuchungsobjekten.
Eigenschaft A besitzt die relative Haufigkeit (den Anteil) p

Totalerhebung, Stichprobenerhebung

Mikrozensus, Volkszahlung, Inventur

Statistik 1, SS 1999

Strasser
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(2.11) ANWENDUNG: MEINUNGSUMFRAGE

Die politische Partei A kann 40 % der Wahlerstimmen auf sich vereinigen. Bei
einer Meinungsumfrage werden zufillig ausgewahlte Personen befragt. Wie grof§
ist die Wahrscheinlichkeit, daf eine befragte Person Wahler der Partei A ist?

Der Anteil der Wahler der Partei A ist p = 0,4. Daher betrdagt die
Wahrscheinlichkeit, daf} eine zufillig befragte wahlberechtigte Person Wéahler der
Partei A ist, gerade 0,4.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Grundgesamtheit N mit M Untersuchungsobjekten mit Eigenschaft A:

M
P=7%N

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A), da8 bei einer zufilligen Ziehung ein

Untersuchungsobjekt mit der Eigenschaft A gezogen wird.

Da jedes einzelne Untersuchungsobjekt die Wahrscheinlichkeit % hat, folgt:
P(A)=§

Statistik 1, SS 1999

Strasser
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3 STATISTIK EINER RELATIVEN HAUFIGKEIT
Es sei A ein Ereignis bei einem Zufallsexperiment mit P(A) = p.

Stichprobe: Versuchsergebnisse bei n-maligem Wiederholen des

Zufallsexperimentes
Stichprobenumfang: Umfang n der Daten

Relative Haufigkeit: p = f,,(A), ist ein Schétzer der Wahrscheinlichkeit p

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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PROGNOSEINTERVALLE
Wie grof} ist die zuféllige Schwankung der relativen Haufigkeit p um die
Wahrscheinlichkeit p?
Die Schwankung p — p ist abhingig vom
e Stichprobenumfang n
o Wert der Wahrscheinlichkeit p

Die durchschnittliche Grofie der Zufallsschwankungen ist proportional zur
Standardabweichung:

SD :— M
n

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Statistische Sicherheit:

Berechnet man die relativen Haufigkeiten f,(A) in sehr vielen, voneinander
unabhéangigen Stichproben, so erfiillt der als Sicherheit angegebene Prozentsatz

von Stichproben die entsprechende Ungleichung:

p—p|<eSD <= p—ecSD<p<p+cSD

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Faustregel:

e Mit etwa 67 % Sicherheit betragen Zufallsschwankungen nicht mehr als eine
Standardabweichung: |f,(A) — p| < SD.

e Mit etwa 95% Sicherheit betragen Zufallsschwankungen nicht mehr als zwei
Standardabweichungen: |f,(A) —p| <2S5D.

e Mit etwa 99,5 % Sicherheit betragen Zufallsschwankungen nicht mehr als drei
Standardabweichungen: |f,(A4) —p| <3S5D.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(3.4) AUFGABE
p = 0,2; Stichprobe vom Umfang n = 200

0,2-0,8
D: ;:
SD =4/ 500 0,0283

0,1434=10,2—2-0,0283 < $ < 0,2 + 20,0283 = 0, 256

Prognoseintervall:

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(3.5) AUFGABE
p = 0,4; Stichprobenumfang n = 1000

10,4-0,6
D = -2 0 1
S 1000 0,0155

0,369=0,4—2-0,0155<p<0,4+2-0,0155 = 0,431

Prognoseintervall:

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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KONFIDENZINTERVALLE

Sei p eine unbekannte Wahrscheinlichkeit, deren relative Haufigkeit p beobachtet
wird.
Ungleichung:

p—cSD<p<p+cSD
Nachteil: Berechnung von SD
(3.8) DEFINITION Unter einem Konfidenzintervall fiir eine unbekannte
Wahrscheinlichkeit p versteht man ein Uberdeckungsintervall p1 < p < po fir p,

dessen Grenzen p; und ps wohl von den Daten, aber nicht von der unbekannten
Wahrscheinlichkeit p abhingen.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Lange: Genauigkeit eines Prognoseintervalles
Wahl des Wertes ¢ beeinflufit: Genauigkeit und Sicherheit
Standardabweichung wird beeinflufit von

e Wahrscheinlichkeit p

e Stichprobenumfang n

Die Prognoseintervalle fiir f,,(A) sind umso genauer, je niher die
Wahrscheinlichkeit p an 0 oder 1 liegt.

(3.6) v/n—GESETZ:

Die statistische Genauigkeit eines Prognoseintervalls steigt proportional zur
Waurzel aus dem Stichprobenumfang.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Exakte Methode:
Lésungen der quadratischen Gleichung:

(p—p)°= %p(l ~p).

(3.11) AUFGABE

Stichprobe der 50 ausgewéhlten Bewerberinnen. Relative Haufigkeit:
p=fu(4) = % =0,28

22
(0,28 = p)* = =5p(1 — p) = 0,08p(1 — p)
p1 = 0,1730; p2 = 0,4196; Konfidenzintervall:

0,17 <p<0,42

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(3.12) AUFGABE: HOCHRECHNUNG

Um einen Fischbestand unbekannter Grofle zu messen, hat man 300 Fische
gefangen, sie markiert und wieder ausgesetzt. Nach einiger Zeit wurden 500
Fische gefangen, von denen sich 113 als markiert herausstellen.

p=32; n=500; p= 12 =0,226

1-p)
0,226 — p)? = 9221 —P)
(0, D) 200

=0,008p(1 — p)
p1 = 0,190851; py = 0, 265497
0,190851 < % < 0,265497

1129,95 < N <1571,90

Statistik 1, SS 1999

Strasser

Slide 31

Bootstrapmethode:

, H(1—p
pra=pte p(1 = p)

(3.14) AUFGABE: MARKTFORSCHUNG

Wieviele Hausfrauen mufl man befragen, um den Bekanntheitsgrad einer
Waschmittelsorte mit der Genauigkeit =2 % bestimmen zu kénnen ?

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Robuste Methode:

Formel:
c
=9 + ——
pl,Z D 2\/5

(3.13) AUFGABE

1 1
0,28-2 —— <p<0,28+2- ——
250 1= 21/50

also
0,14<p<0,42

Statistik 1, SS 1999
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TESTPROBLEME

Es sollen zwischen zwei alternativen Aussagen iiber p eine Entscheidung getroffen

werden.
(3.17) ANWENDUNG: MARKTFORSCHUNG

Es ist bekannt, daf} in einer Stadt mindestens 60 % der Konsumenten das
Produkt A dem Produkt B vorziehen. Nach einer Werbekampagne fiir das
Produkt B erklaren 80 von 160 befragten Konsumenten, sie wirden das Produkt

B vorziehen. Ist damit nachgewiesen, dafl die Werbekampagne wirksam war ?

p: Anteil der B-Konsumenten nach der Werbekampagne
p>0,4=:pg

p = 0,5; Stichprobe vom Umfang n = 160

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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PRUFVERFAHREN:

TestgroBe T beruht auf der Unterstellung der Nullhypothese p = py:

(3.18) DEFINITION Ein statistischer Test tiber eine unbekannte T= p;DI70 mit 5D = M
Wahrscheinlichkeit p ist ein Priifverfahren, das zwischen zwei Aussagen der Form
Nullhypothese: p = pg -2< ﬁS_'lf 0 < 2: Das Ergebnis ist nicht signifikant.
Alternative: p# po Keine Entscheidung.
tiber die unbekannte Wahrscheinlichkeit p entscheidet. Die Entscheidung wird auf P ,; l;g 9> 2 Das Ergebnis ist signifikant.
Grund empirischer Daten getroffen. Entscheidung: p > po.
ﬁ;Dp < —2: Das Ergebnis ist signifikant.
Entscheidung: p < pg.
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Standardscores von relativen Haufigkeiten

p—p

SD

Faustregel:
e Mit etwa 67 % Sicherheit liegt ein Standardscore zwischen —1 und +1.
e Mit etwa 95 % Sicherheit liegt ein Standardscore zwischen —2 und +2.

e Mit etwa 99,5 % Sicherheit liegt ein Standardscore zwischen —3 und +3.

Statistik 1, SS 1999 Strasser

(3.20) AUFGABE: MARKTFORSCHUNG
Der Wert der Testgrofle betragt

p— —0,4
P —DPo — 075 07 — 2,58

SD 0,4:0,6
160

Dieser Wert ist signifikant. Wirksamkeit der Werbekampagne ist nachgewiesen.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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TESTTHEORIE
Statistische Tests:
e Aus den Daten wird eine Testgrofie T' berechnet.

e Es wird ein Annahmebereich der Testgrofie T festgelegt, der folgende
Eigenschaft hat: Falls die Nullhypothese zutrifft, liegt die Testgrofle mit
hoher Wahrscheinlichkeit (=Signifikanzniveau) innerhalb des
Annahmebereiches.

e Die Grenzen des Annahmebereiches heifien kritische Werte. Uberschreitet die
Testgrofe einen kritischen Wert, dann liegt ein signifikantes Ergebnis vor,
welches dazu fithrt, dafl die Hypothese verworfen wird.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(3.22) DEFINITION Unter dem Signifikanzniveau versteht man die Sicherheit

eines Tests, mit der sich der Fehler 1.Art vermeiden lafit.

Durch die Wahl der kritischen Werte ist das Signifikanzniveau kontrollierbar, und
daher ist der Fehler 1.Art selten.

Das Verwerfen der Nullhypothese ist ein statistischer Beweis dafiir, daf} sie
tatsachlich falsch ist.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Fehlentscheidungen:

Fehler 1.Art: Die Hypothese wird verworfen, obwohl sie zutrifft.
Fehler 2.Art: Die Hypothese wird beibehalten, obwohl sie
nicht zutrifft.

H wird nicht H wird
verworfen verworfen
H trifft zu Entscheidung Fehlentscheidung
richtig 1.Art
H trifft nicht zu || Fehlentscheidung Entscheidung
2.Art richtig

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(3.23) DEFINITION Unter der Trennscharfe versteht man die Sicherheit eines
Tests, mit der sich der Fehler 2.Art vermeiden 1a8t.

e Eine Erhohung des Stichprobenumfangs n unter Beibehaltung des
Signifikanzniveaus fithrt zu einer Erhohung der Trennschérfe.

e Eine Erhohung des Signifikanzniveaus unter Beibehaltung des
Stichprobenumfangs fithrt zu einer Senkung der Trennschéarfe.

e Wenn |p — po| groB ist, dann ist auch die Trennschirfe des Tests gro8.
Man kann nicht davon ausgehen, dafy der Fehler 2.Art selten ist. Deshalb darf

das Beibehalten der Nullhypothese nicht als statistischer Beweis der

Nullhypothese interpretiert werden.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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4 DER VERGLEICH VON RELATIVEN HAUFIGKEITEN

Zwei von einander unabhéngige Zufallssexperimente: Ereignis A; bzw. Ay mit

P(A;)=pund P(43) =g
Frage nach dem Unterschied p — ¢

(4.1) ANWENDUNG : VERKEHRSSTATISTIK

Schweden  Ausldnder
Schwere Unfalle im Monat
vor der Neuordnung: 512 261
Schwere Unfélle im Monat
nach der Neuordnung: 510 189

A; Ereignis: ,,Schwerer Unfall im Monat vor ..."”,

A, Ereignis: ,,Schwerer Unfall im Monat nach ...”.
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Konstruktion von Konfidenzintervallen

Robuste Methode:

... cC 1 1
P—q=p—qEgy/—+—
ny N9
Bootstrapmethode:
L p(1—p)  q1—gq
P—qg=p—q= C\/ ( ) ( )
ny N9

Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(4.4) AUFGABE
D= 5055 = 0,338 ¢ = sr557ss = 0,270; p— ¢ = 0,068
KONFIDENZINTERVALLE
D 1 /1 I
Standardabweichung der Differenz zweier relativer Haufigkeiten p und g: mer = 9\ 773 + 699 0,026
d
pl-p) al-q) b
SD :=/SD? + SD3 = + —  [0,338(1—0,338) 0,27(1—0,27)
ni n2 SD = + = 0,024
773 699
Robuste Methode:
Prognoseintervalle fur die Differenz p — ¢:
0,017=0,068 —2-0,026 <p—¢q <0,0684+2-0,026 =0,117
p—q—cSD<p-G<p-q+cSD
Bootstrapmethode:
0,021 = 0,068 —2-0,024 <p—¢<0,068+2-0,024 =0,113
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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TESTPROBLEME

Entscheidung zugunsten der Aussage p # q
(4.7) DEFINITION Ein statistischer Test tiber den Unterschied zwischen zwei
Wahrscheinlichkeiten p und q im Rahmen eines Zweistichprobenproblems ist ein
Priifverfahren, das zwischen den Aussagen

Nullhypothese: p=q

Alternative: p#q

entscheidet. Die Entscheidung wird auf Grund empirischer Daten getroffen, bei
denen f(A) und f(B) aus unabhingigen Stichproben gewonnen werden.

Statistik 1, SS 1999 Strasser

Slide 47

Es gibt drei Méglichkeiten:

Statistik 1, SS 1999

Das Ergebnis ist nicht signifikant.

Es ist keine Entscheidung zugunsten von

p # q moglich.

Das Ergebnis ist signifikant.

Entscheidung zugunsten der Aussage p > q.
Das Ergebnis ist signifikant.

Entscheidung zugunsten der Aussage p < q.

Strasser
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PRUFVERFAHREN:

Testgrofle bei Unterstellung der Nullhypothese p = ¢:

5§ T 1
T=2-% wobei SD =/po(l—po)y/— +—
1 2

SD

Wie ist aber dabei der unterstellte gemeinsame Wert py zu wahlen ?

. mip+nag

n1+n2

Statistik 1, SS 1999 Strasser

(4.8) AUFGABE
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In einer Erhebung an Schulkindern wurde untersucht, ob sie mit der rechten oder

mit der linken Hand schreiben.

Ergebnis:

linke Hand Gesamt
Knaben 991 12629
Médchen 1478 25045

Kann daraus geschlossen werden, dafl der Anteil der Linkshander bei Knaben
und Méadchen unterschiedlich ist ?

Statistik 1, SS 1999

Strasser
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991 + 1478

= ———— =0,0655
12629 + 25045 ’

Po

— 1 1
SD = 4/0,0655(1 —0,0655)\| ———= + ——— = 2
\/ ’ ( ' ) 12629 + 25045 0,0027

p—q _0,0785— 0,059
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Es gibt im wesentlichen die folgenden Skalentypen:

Nominalskala: Das kodierte Merkmal hat keine Eigenschaften, welche sich in

der Kodierung niederschlagen.

Ordinalskala: Die Auspragungen des Merkmals besitzen eine natiirliche
Anordnung, welche durch die Anordnung der Codewerte ausgedriickt wird.

SD 0,0027 =722 Intervallskala: Die Ausprigungen des Merkmals besitzen eine Anordnung und
Daher schlieflen wir auf p > q. Distanzen, welche durch die Anordnung und die Abstdnde der Codewerte
ausgedriickt werden.
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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5 QUALITATIVE MERKMALE

(5.1) DEFINITION Eine Eigenschaft heifit ein quantitatives Merkmal, wenn seine
Auspragungen Ergebnisse eines Zahl- oder Mefivorgangs sind. Jede andere

Eigenschaft nennt man ein qualitatives Merkmal.

(5.4) DEFINITION Unter einer Kodierung oder Skalierung eines Merkmals
versteht man eine Abbildung der Auspragungen des Merkmals in die Menge der
reellen Zahlen. Der Skalentyp einer Kodierung ist die Gesamtheit jener
Eigenschaften der Zahlen, die eine Eigenschaft der Merkmalsauspragungen
abbilden.

Statistik 1, SS 1999 Strasser

DESKRIPTIVE STATISTIK VON QUALITATIVEN MERKMALEN

Mogliche Auspriagungen A;, As, ..., Ay, vollstindiges System von alternativen

Eigenschaften
Alternativ: Die Eigenschaften schlieflen einander paarweise aus.
Vollstandig: Die Eigenschaften erfassen alle Moglichkeiten.

(5.7) DEFINITION Unter der Haufigkeitsverteilung oder empirischen Verteilung
eines qualitativen Merkmals versteht man die Liste der absoluten Haufigkeiten
h(A1), h(A2),..., h(A,,) bzw. der relativen Hiufigkeiten

F(A1), f(A2), - f(Am).

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Haufigkeitsverteilungen: Tabellen oder Diagramme
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ENDLICHE STOCHASTISCHE MODELLE
(6.1) BEISPIEL
Beim Miinzwurf bilden die Ereignisse A; = {Zahl} und A, = {Wappen} ein

Haufigkeitstabelle
vollstandiges System alternativer Moglichkeiten. Das Merkmal ,,Bildseite”,
Auspriagung | abs. Hfk. | rel. Hfk. welches beim Miinzwurf beobachtet wird, ist ein zufélliges qualitatives Merkmal
A h(A7) f(AD) mit den Auspriagungen A; und As.
As h(Asg) f(A2) (6.2) BEISPIEL
: : : Das Merkmal Videofilm der DEMO-Daten ist ein zufilliges Merkmal, da seine
A h(Ap) F(An) Daten aus einem Zufallsexperiment (Reaktion auf die Prasentation eines
m m m
Videofilms) stammen.
Summe n 1
(6.3) DEFINITION Unter einem endlichen Zufallsexperiment versteht man ein
Zufallsexperiment mit endlich vielen alternativen Ergebnissen.
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Stabdiagramm: Die Auspriagungen werden durch Stébe unterschiedlicher
Lange dargestellt. Die Haufigkeiten sind zu den Stablingen proportional.

Sektorendiagramm: Die Auspriagungen werden durch Sektoren eines Kreises

dargestellt. Die Haufigkeiten sind zu den Sektorenwinkeln proportional.

Statistik 1, SS 1999 Strasser

Alternative Ergebnisse A;, Ao, ..., A, mit Wahrscheinlichkeiten

D1 :P(Al)aPZ ZP(Az)a---,Pm :P(Am)'

(6.4) DEFINITION Unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung eines endlichen
Zufallsexperiments mit m alternativen Ergebnissen Ay, As, ..., A, versteht man
die Liste der Wahrscheinlichkeiten p1, pa,..., Pm-

Eigenschaften:
0<p <1lfiri=12,...,m,
prtp2t- - +pm=1

Darstellungsmoglichkeit: Tabelle oder Diagramm
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(6.5) DEFINITION Ein endliches Zufallsexperiment, dessen alternative Ergebnisse
Ay, Ag, ..., Ay, gleichwahrscheinlich sind, dh.

1

PL=p2=""=pm=—,
m

heifit eine LAPLACE-Experiment.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist in diesem Fall eine gleichmaflige Verteilung.

Wahrscheinlichkeit zusammengesetzter Ereignisse:
B=A;, UA;,U...UA;,

k _ ,,Anzahl der giinstigen Félle”
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Ziehen ohne Zuriicklegen
N(N —1)(N —2)---(N —n+ 1) mogliche Stichproben.
Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Stichprobefolge:

1
PENON-D(N—2) - (N—n+1)

Wabhrscheinlichkeit einer bestimmten Stichprobenmenge

n(n —1)(n —2)---2- 1 mdgliche Reihenfolgen

nn—1)(n—-2)---2-1

P B = — = =
(B  Eeieab e aioglichen) BRI PENON-DN—2) - (N—n+1)
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ZIEHUNGSEXPERIMENTE
(6.6) AUFGABE
Menge mit N Gegenstanden ai, az,...,an Wahrscheinlichkeit fiir einen Haupttreffer beim Lotto ,,6 aus 49” ?
Zuféllige Stichprobe vom Umfang n, wobei alle Gegensténde die gleiche Chance B 6-5-4-3.2-1 15 10-8
haben. P~ 494847 46.45. 44~ "
Ziehungsmoglichkeiten: Ziehen mit Zurticklegen, Ziehen ohne Zuriicklegen.
Ziehen mit Zuricklegen (6.7) AurGaBe
N"™ mégliche Stichproben Rubbelkarten: 11 Feldern, davon 3 Gewinnfelder
Wabhrscheinlichkeit einer bestimmten Stichprobenfolge: Wahrscheinlichkeit eines Haupttreffers:
_ L 3211
P=n P=1110.9 ~ 165
Strasser

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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7 EMPIRISCHE PRUFUNG VON MODELLEN
(7.2) DEFINITION Ein statistischer Test einer Hypothese tiber eine endliche
Wahrscheinlichkeitsverteilung (p1,pa,. .., Pm) ist ein Priifverfahren, das zwischen
den Aussagen
Nullhypothese: (p1,p2,---,Pm) = (Po1,P02, - - -, Pom)
Alternative: (pl,p2; s 7pm) # (p017p02a s :pOm)
entscheidet. Die Entscheidung wird auf Grund empirischer Daten getroffen.

Ziel: Priifverfahren zur Beurteilung der Vereinbarkeit der empirische Verteilung
(Haufigkeitsverteilung) mit der hypothetischen Wahrscheinlichkeitsverteilung

Statistik 1, SS 1999 Strasser

Slide 63

PRAKTISCHE DATENANALYSE:

Ay |pr P P1—p1 &
Ay | p2 D2 P2—Dp2 22

Am Pm ﬁm ﬁm_pm Zm

Faustregel:
Der Maximalwert der standardisierten Haufigkeitsverteilung bei Giiltigkeit der Hy-
pothese ist mit hinreichender statistischer Sicherheit dem Betrage nach < 3.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Maf3zahl fir das Ausmafl der Zufallsschwankung:

(7.4) DEFINITION Es sei (p1,p2,--.,Pm) eine Haufigkeitsverteilung, die aus
einem Zufallsexperiment mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung (po1,Po2, - - - s Pom)

stammt. Definiert man

2= VLY g i =1,2,. . m,

V/Poi

so nennt man die Liste (21, 23, ..., 2y ) die standardisierte Haufigkeitsverteilung.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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DiE CHIQUADRAT-METHODE

(7.7) DEFINITION Unter der Chiquadrat—Gréfie (fiir die Priifung eines
stochastischen Modells) versteht man

(Pi—p )2

2 i 0i

X = E n——m——,
i1 Poi

das ist die Quadratsumme der Komponenten der standardisierten

Haufigkeitsverteilung.

PRUFVERFAHREN:

Falls die Chiquadrat—Groe (m — 1) + 3y/m — 1 iibersteigt, dann wird die

Hypothese verworfen.
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(7.8) AUFGABE

Slide 67

(8.1) BeIsPIEL: Umfragen tiber das Wahlverhalten

Béurtellen Sie, ob dlf% emplrllsche"strtellung §er Sternb.ﬂder 1.n den DEMO-Daten 1944 Prisidenten- Erstes | Zweites oder spii- | Gesamt
mit der Hypothese einer gleichméafligen Verteilung vereinbar ist.
Wahl Interview teres Interview
Chiquadrat-Grofle: x2 = 4, 88. Da m = 12, ist der kritische Wert R " 138 517 355
c=11+3-vII = 20,9. ooseve
Dewey 124 200 324
(7.9) AUFGABE
ohne Stimmabgabe 90 142 232
Beurteilen Sie, ob die empirische Verteilung der Religionsbekenntnisse in den d d . 30 78 117
DEMO-Daten mit der Hypothese einer gleichméafligen Verteilung vereinbar ist. andere, ocer zu Jung
. .. 9 Gesamt 391 637 1028
Chiquadrat—GroBe: x2 =17,8, m=5; c=4+3-/4=10
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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8 DER VERGLEICH VON EMPIRISCHEN VERTEILUNGEN

Empirische Verteilungen von zwei qualitativen Merkmalen liegen vor.

Merkmal 1: Ausprigungen A;, Ao, ..., A, mit Wahrscheinlichkeiten
P(Ay) =p1, P(A2) =pa,..., P(A,) = pm und relativen Haufigkeiten
f(A1) = D1, f(A2) = P2, f(Am) = Pm
Merkmal 2: Ausprigungen Bj, Ba, ..., B, mit Wahrscheinlichkeiten
P(By) =q1, P(By) =qa,-.., P(By) = ¢, und relativen Haufigkeiten
f(B1) = a1, f(B2) =d2,-.., f(Bm) = dm

Statistik 1, SS 1999 Strasser

(8.3) DEFINITION Ein statistischer Test tiber den Unterschied zwischen zwei
Wahrscheinlichkeitsverteilungen (p1,p2, ... ,Pm) und (q1,49z2,- - ., ¢y Ist ein
Priifverfahren, das zwischen den Aussagen

Nullhypothese: (p1,p2,---,Pm) = (q1,42,-- -, %m)
Alternative: (p1,02y -, Pm) # (q1,02, - -+, Gm)

entscheidet. Die Entscheidung wird auf Grund empirischer Daten getroffen.

Das Priifverfahren beruht auf standardisierten Differenzen der relativen

Haufigkeiten.

Die hypothetischen gemeinsamen Werte werden mit pg; := p; = ¢; und ihre

Schatzer mit . .
R n1p; + Nag;

Poi =
ny + na

bezeichnet.
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(8.5) DEFINITION Es seien (p1,p2, .-, Dm) und (41, Gz, - . -, Gm) zwei
Haufigkeitsverteilungen, die aus unabhingigen Zufallsexperimenten stammen.
Die Liste der Gréfien o

_ ninz2 pi —4qi

~Voni+ne Vo

heiBt die standardisierte Verteilung der Haufigkeitsdifferenzen.

Zi

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Beurteilung des Schwankungsbereichs der standardisierten Haufigkeitsdifferenzen:

Faustregel:
Der Maximalwert der standardisierten Haufigkeitsdifferenzen bei Gultigkeit der

Hypothese ist mit hinreichender statistischer Sicherheit dem Betrage nach < 3.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(8.6) AUFGABE
Standardisierte Verteilung der Differenzen im Beispiel (8.1):

i Di di  Doi zi
1]0,35 0,34 0,35 0,33
2(0,32 0,31 0,32 0,09
300,23 0,22 0,23 0,24
4| 0,1 0,12 0,11 —1,05
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DIE CHIQUADRAT-METHODE

(8.8) DEFINITION Unter der Chiquadrat—Grofe (fiir den Vergleich zweier
empirischer Verteilungen) versteht man
AL
1n2 (Pi — i
2 7 0 ,

X = =
ny+mn2  Poi

i=1

das ist die Quadratsumme der Liste von standardisierten Haufigkeitsdifferenzen.

Die Anzahl der Freiheitsgrade dieser Chiquadrat—Grofie betragt df = m — 1.
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PRUFVERFAHREN:

Falls die Chiquadrat—Grofie den kritischen Wert (m — 1) 4+ 3y/m — 1 iibersteigt,
wird die Hypothese verworfen.

(8.9) AUFGABE

Uberpriifen Sie im Beispiel (8.1), ob die empirischen Verteilungen signifikant
voneinander abweichen.

Chiquadrat—GroBe: x? = 1,26, kritischer Wert: ¢ = 3 + 3v/3

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Gewdhnliche relative Hiufigkeiten: f(ANB) = MANB)
n

Bedingte relative Haufigkeiten: f(A|B) = h(f(;)B) = f(;l(g)B)

,,bedingte relative Haufigkeit von A unter der Bedingung B”

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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9 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN
Zwei qualitative Merkmale mit jeweils zwei Auspragungen A, A’ bzw. B, B'.
Kombinationen der Ausprigungen:

ANB, AnB,AnNB,AnNB

Kontingenztafel (Vierfeldertafel):

B B
A| MANB) RANB) | h(4)
A" | h(A'NB) h(A'NB') | h(A')
h(B) h(B')

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(9.1) AUFGABE

Von 1000 Verkehrsunfillen waren 280 mit tédlichem Ausgang. Davon ereigneten
sich 80 bei einer Geschwindigkeit von mehr als 150 km/h. Insgesamt ereigneten
sich 900 Verkehrsunfille bei einer niedrigeren Geschwindigkeit.

A =:,,Unfall endet t6dlich”,

B =:,,Unfall ereignet sich bei mehr als 150 km/h”.
B B
A | 80 200 | 280
A’ 20 700 | 720
100 900 | 1000

MAN B) =0,8 und f(A|B):= MANB)

W(B) NI

f(AIB) :=
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Empirisches Gesetz der grofien Zahl:

_ fMANB) P(ANB)
I AIB) = = 2 T R(B)

(9.3) DEFINITION Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) von A unter B ist
die Wahrscheinlichkeit von A, gemessen an Versuchen, bei denen B eintritt:

P(AB) = %

Eine bedingte Wahrscheinlichkeit ist nur dort sinnvoll, wo P(B) # 0.

Produktformel: P(AN B)= P(A|B)P(B)

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(9.5) AUFGABE

Ein Unternehmen produziert zwei Sorten von Produkten. Vier Prozent aller
Produkte sind Ausschufl. Von den einwandfreien Produkten gehéren 75 % zur
Sorte 1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein zufallig ausgewahltes

Produkt zur Sorte 1 gehort und einwandfrei ist ?

A | Produkt gehort zur Sorte 17

B ,,Produkt ist einwandfrei”

P(B’) =0,04; P(A|B)=0,75
P(ANB)=P(AB)P(B)=0,75-0,96 =0, 72

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(9.4) AUFGABE

Ein Wurf mit zwei Wiirfeln ergibt eine Augensumme > 10. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, dafl dabei mindestens eine 6 auftritt ?

S: Augensumme, A: ;mindestens eine Sechs”.

P(AN (S > 10))

P(A|S > 10) =
(4]5 2 10) P(S > 10)
PAN(S>10)) = = und P(S > 10) = >
=) T3 M == 30
und daher 5

P(AIS 2 10) = 2.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(9.6) ANWENDUNG: Qualitétskontrolle

Ein Konsument bezieht Glithbirnen von drei Herstellern A, B und C. Je 25 % der
Glithbirnen stammen von den Herstellern A und B, der Rest stammt vom
Hersteller C. Die vom Konsumenten verlangte Mindestqualitat einer Glithbirne
bestehe darin, daf sie eine Lebensdauer von 300 Stunden besitzt. Der
Gliihbirnen des Herstellers A erfiillen diese Anforderung zu 90 %, die des
Herstellers B zu 70 % und die des Herstellers C zu 50 %.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} eine zufallig ausgewahlte
Glithbirne, die den Anforderungen nicht entspricht, vom Hersteller A (bzw. B, C)

stammt ?
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P(A) =0.25; P(B) =0.25; P(C) = 0.50

L: die Glithbirne besitzt die erforderliche Lebensdauer
P(L|A) =0.9; P(L|B) =0.7; P(L|C) = 0.5
Gesucht: P(A|L"), P(B|L'), P(C|L")

Tabelle:

A B C
L |0.225 0.175 0.25 ] 0.65
L' 0.025 0.075 0.25|0.35
0.25 0.25 0.50 1

P(A|L’) = 0.0714, P(B|L') = 0.214, P(C|L/) = 0.714

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEME

(9.10) ANWENDUNG: LABORMEDIZIN

Labortest:

E :,,Der Patient leidet an der Krankheit”

E_:, Der Patient leidet nicht an der Krankheit”

P(E,|K4)=0,95

P(E_|K_)=0,80

VerlaBlichkeit des Labortests: Fehlerwahrscheinlichkeiten
P(E_|Ky)=1- P(E+|K4+)=10,05
P(E4{|K_)=1-P(E_|K_)=0,2

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(9.7) FORMEL FUR DIE INVERSE WAHRSCHEINLICHKEIT:
P(A|B)P(B)
P(B|A) = —————=
(Bl4) = =525
(9.8) FORMEL FUR DIE TOTALE WAHRSCHEINLICHKEIT:
Es sei (By, Bs,...,By,) eine Zerlegung. Dann gilt:
P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) + -+ - + P(A| By ) P(Br,)

(9.9) FORMEL vON BAYES:
Es sei (B, Ba,...,By,) eine Zerlegung.
P(A|B;)P(B;)
(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) + - - - + P(A|Bm ) P(Bm)

P(Bil4) = 5

Statistik 1, SS 1999 Strasser

firi=1,2,...,m.

Slide 84

Aus der Sicht des Patienten: a posteriori Wahrscheinlichkeiten

P(K|Ey) =? Wieviele der als krank eingestuften Untersuchungspersonen sind
tatsachlich krank ?

P(K_|E_) =7 Wieviele der als gesund eingestuften Untersuchungspersonen sind
tatsachlich gesund ?
P(EL|K1)P(K)
(E+|K4)P(Ky) + P(EL|K_)P(K-)
P(E_|K_)P(K_)
(B_IK)P(K,) + P(E_|K_)P(K_)
Es miissen die a priori Wahrscheinlichkeiten P(Ky) und P(K_) der mogliche

Zustande des Patienten bekannt sein.

P(K+|E+) = 5

P(K_|E-) = 5
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P(Ky) =0,T: 0.95.0.7 VerlaBlichkeit von Einzelentscheidungen:
P(K4|Ey) = bt =0,91
(K+|B+) 0,95-0,74+0,2-0,3
PUE|E) 0,8-0,3 Cosr Faustregel:
) 70,05-0,740,8-0,3 e Die Entscheidung E; gilt als verlaflich, wenn P(FE1|Zy) wesentlich kleiner ist
P(K4) =0,05: als P(E1|Z,): Die Entscheidung E; wird unter Z; wesentlich seltener
0.95-0.05 getroffen als unter Z;.
P(K4|Ey) = : ’ =0,2
y99 - U, 4V, e Die Entscheidung E5 gilt als verlafllich, wenn 2|Z1) wesentlich kleiner is
0,95-0,05+0,2-0,95 Die Entscheid E, gilt al laBlich P(E»|Z tlich kleiner ist
0.8-0.95 als P(E2|Z3): Die Entscheidung Ey wird unter Z; wesentlich seltener
P(K_|E_) = : : = 0,997
0,05-0,054+0,8-0,95 getroffen als unter Zs.
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BINARE ENTSCHEIDUNGSPROBLEME:
Zy und Zs: mogliche Zustande ..
(9.12) ANWENDUNG: QUALITATSKONTROLLE
E;: Entscheidung zugunsten von 73
Produkt mit den Zustinden Z;=,tauglich” und Zy=,,mangelhaft”.
FEs: Entscheidung zugunsten von Z,
P(E5|Z;): Produzentenrisiko
Ey By By By P(E1|Z5): Konsumentenrisiko
Z1 I‘lChtlg falsch Z1 Z1 n El Z1 n E2
(9.13) ANWENDUNG: TEST EINER HYPOTHESE
Z2 falsch I‘iChtig Zg Z2 n E1 Z2 n E2

Z1 N Ey heifit Fehler 1.Art
Zs N Ey heif3t Fehler 2.Art

(9.11) DEFINITION Unter den Fehlerwahrscheinlichkeiten eines biniren
Entscheidungsproblems versteht man die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(E2|Z1) und P(El ‘Zg)
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Hypothese: Z;=,,richtig” und Z;=, falsch”

Signifikanzniveau: 1 — P(FE2|Z;)
Trennschirfe: 1— P(E1|Z)
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(9.14) DEFINITION Die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Z1|E1) und P(Z3|E>)
heiflen a posteriori Wahrscheinlichkeiten, weil durch sie die Beurteilung von
Einzelentscheidungen im nachhinein (a posteriori) méglich ist.

P(E\|Z1)P(Zy)
P(E)
Es werden die Groflen P(Z;) und P(Z;) bendtigt.

P(E5|Z3)P(Zs)

P(Z1|E1): P(EQ)

P(Z3|Es) =

(9.15) DEFINITION Die Wahrscheinlichkeiten P(Z1) und P(Zs) der einzelnen
Zustande heilen a priori Wahrscheinlichkeiten, denn sie geben an, mit welchen
Haufigkeiten der Zustande Z, und Z, man von vornherein (a priori) rechnen

muf.
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Das Gegenteil von Koppelung heifit Unabhangigkeit.

(10.3) DEFINITION Zwei Ereignisse A und B heiflen gekoppelt oder stochastisch
abhéingig, wenn P(AN B) # P(A)P(B). Sie heiflen stochastisch unabhingig,
wenn P(AN B) = P(A)P(B).

(10.4) AUFGABE
In einer technischen Untersuchung werden an PKWs folgende Merkmale erhoben:

R: Der PKW weist Rostschaden auf.
S: Der PKW besitzt eine Hohlraumversiegelung.

P(R) = 0,37; P(S) =0,71; P(RN S) = 0,11

P(RNS)=0,11 < P(R)P(S) = 0,2626
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10 GEKOPPELTE EREIGNISSE

Ereignisse A und B:

,»B begiinstigt A”, wenn P(A|B) > P(A).

,»A begtinstigt B”, wenn P(B|A) > P(B).

Aquivalent mit: P(AN B) > P(A)P(B)

(10.1) DEFINITION Zwei Ereignisse A und B begiinstigen einander oder sind

positiv gekoppelt, wenn P(AN B) > P(A)P(B).

(10.2) DEFINITION Zwei Ereignisse A und B behindern einander oder sind
negativ gekoppelt, wenn P(AN B) < P(A)P(B).

Statistik 1, SS 1999 Strasser

Slide 92

Koppelung zwischen zwei Ereignissen A und B: Vergleich der Vierfeldertafeln.

B B
A | P(ANB) P(AnB) | P(4)
A" | P(ANB) P(A'nB)|PA)
P(B) P(B')
B B

A | P(AP(B) P(A)P(B') | P(A)
A" | P(AP(B) P(AP(B) | P(A')
P(B) P(B’)
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Differenzen der Tabelleneintrage:

Positive Koppelung

Negative Koppelung

Slide 95

Vierfelderkorrelation:
P(ANnB)— P(A)P(B

= /P(AP(A)P(B)P(B)

Die Vierfelderkorrelation hat folgende Eigenschaften:

e —1< p(A,B) <L

B B B B e stochastisch unabhéngig: p(A4,B) =0
A — A |-
+ + e positiv gekoppelt: p(4,B) >0
Al -+ A4+ -
e negativ gekoppelt: p(A4,B) <0
(10.8) AUFGABE
p(R,S) = -0,697
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(10.6) AUFGABE
Wahrscheinlichkeiten
tatsachlich bei Unabhangigkeit
S S’ S S’
R|0.11 026037 R | 0,2627 01073 | 0,37 INTERPRETATION VON KOPPELUNGEN
R | 0,60 0,03 0,63 R’ | 0,4473 0,1827 | 0,63 Zwischen den Ereignissen A und B besteht eine kausale Beziehung: Ursache und
Wirkung
0,71 0,29 0,71 0,29
. (10.9) BEISPIEL

Differenzen
Ist die negative Koppelung kausal erklarbar ?

S S’

R | —0,1527 0,1527 |0
R’ | 0,1527 —0,1527 |0
0 0
Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(10.10) BEISPIEL

F: ,,Die Person ist farbenblind.”
H: ,,Die Person arbeitet in ihrem Privathaushalt aktiv mit.”

F F'
H | 0,00725 0,49275 | 0,5
H' | 0,04775 0,45225 | 0,5
0,055 0,945

p=—0.1776

Kausale Interpretation:

1. Haushaltsarbeit schiitzt vor Farbenblindheit.
2. Farbenblindheit ist bei Haushaltsarbeit hinderlich.
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(10.12) DEFINITION Eine stochastische Koppelung von Ereignissen heif3t
Scheinkoppelung, wenn sie ausschlieflich durch eine versteckten Faktor bewirkt
wird.

e Eine bestehende Koppelung ist kein Beweis fiir einen kausalen

Zusammenhang.

e Kausale Interpretationen sind immer nur als vorlaufige Theorien anzusehen,

da ein versteckter Faktor noch nicht entdeckt sein konnte.
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Versteckter Faktor: ,,Geschlecht”

Manner Frauen

F F' F F'
H | 0,005 0,045|0,05  H |0,0095 0,9405 | 0,95
H' 0,095 0,855|0,95  H'|0,0005 0,0495| 5

’ 10,10 0,90 0,01 0,99

In einzelnen Tabellen herrscht Unabhangigkeit, aber bei Uberlagerung starke
Koppelung.
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DaAas KONTINGENZPROBLEM

Kontingenztafel (Vierfeldertafel):

B B’
Al f(AnB) f(ANB) | f(4)
AT f(ANB) f(A'NB) | f(4)
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(10.14) DEFINITION Unter einem Test fiir das Kontingenzproblem versteht man

ein Verfahren, das eine Entscheidung zwischen den Aussagen

Nullhypothese: A und B sind stochastisch unabhangig
Alternative: A und B sind gekoppelt

herbeifiihrt. Die Entscheidung wird auf Grund von empirischen Daten getroffen.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(10.15) AUFGABE Hypothese der Unabhangigkeit fiir die Merkmale Flugangst
und Schulbildung.

FF=0 FF=1
EE=0 55 10 65
EE=1 14 21 35
69 31 100

r=0,4601; \/nr = 4,601

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Empirische Vierfelderkorrelation:
f(ANB)~ J(A(B)
VIA)F(A)f(B)f(B)

ﬁ:r:

Priifverfahren:

—2 < +/nr <2 : Das Ergebnis ist nicht signifikant.
Keine Entscheidung zugunsten der Nullhypothese.
Vnr < =2 :  Das Ergebnis ist signifikant.
Entscheidung zugunsten negativer Koppelung.
v/nr > 2 : Das Ergebnis ist signifikant.

Entscheidung zugunsten positiver Koppelung.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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DAs SYMMETRIEPROBLEM

Kontingenztafel (Vierfeldertafel):

B B’
Al f(AnB) f(ANB) | f(4)
AT f(ANB) f(A'NB) | f(4)

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(10.16) DEFINITION Ein Test fiir den Vergleich zweier Wahrscheinlichkeiten im

Slide 107

(10.18) AUFGABE
Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse ,,Hochschulreife”, ,,Flugangst”:

Rahmen eines Symmetrieproblems ist ein Verfahren, welches eine Entscheidung FF=0 FF=1
zwischen den Aussagen EE =0 55 10 65
Nullhypothese: P(A)= P(B) EFE =1 14 21 35
Alternative: P(A) # P(B) 69 31 100

herbeifiihrt. Die Entscheidung wird auf Grund von empirischen Daten getroffen, f(AlC) = 14 - 14

bei denen f(A) und f(B) aus einer Stichprobe gewonnen werden. 14+10 24

A|C)—-0,5
f(A4[C) ~ 0,5 =0,816
0,5:0,5
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Die Priifmethode beruht darauf, nur solche Daten in die Analyse einzubeziehen,

bei denen genau eines der beiden Ereignisse eintritt.

C=(AnB)U (A nB)

11 GEKOPPELTE MERKMALE

Zwei qualitative Merkmale: (A;, As, ..., A,) und (By, Ba,. .., Bs)

Kontingenztafel:

Haufigkeitstabelle der Kombinationen A; N Bj:

B B’
A f(AnB)  f(ANB) | f(4)
A" fA'NnB) fA'nB) | f(4)
f(B) f(B')

Priifverfahren:

Das Priifverfahren beruht auf dem Standardscore der relativen Haufigkeit f(A|C)
und ist somit ein Spezialfall des Tests einer Hypothese tiber eine

Wahrscheinlichkeit.

Statistik 1, SS 1999
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B, By B
Ay | f(AinBy) f(A1NBy) f(A1N By) | f(A1)
Az | f(A2NB1)  f(A2N Bo) f(A2N By) | f(A2)
A, f(ArmBl) f(ATmB2) f(ATﬂBS) f(AT)
f(B1) f(Bs) f(Bs)

Statistik 1, SS 1999
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(11.1) AUFGABE

Kontingenztafeln der Merkmale Bekenntnis und Videofilm:

Vi=1 VI=2 VI=3 VI=4
co=1| 0.04 0.13 0.10 0.06 |0.33
CO=2] 0.06 0.10 0.06 0.05 |0.27
cO=3| 0.02 0.04 0.07 0.00 ]0.13
CO=4]| 007 0.04 0.00 0.04 |0.15
CO=5]| 0.06 0.02 0.02 0.02 |0.12
0.25 0.33 0.25 0.17 | 1.00

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Indifferenztafel:

Ar | f(A)F(B1) f(A)f(B2) ... f(A1)f(Bs) | f(Ar)
Ay | f(A2)f(B1) f(A2)f(B2) ... [f(A2)f(Bs) | f(A2)

Ar | f(Ar)f(B1) f(Ar)f(B2) ... [f(Ar)f(Bs) | f(4r)
f(B1) f(B2) .. [(Bs)

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(11.2) DEFINITION Zwei stochastische Merkmale mit den alternativen
Ausprdgungen (A, As, ..., A,) und (By, B, ..., Bs) heilen stochastisch

unabhangig, wenn
P(Al n BJ) = P(Al)P(BJ) fiir alle Kombinationen Al n Bj.
Ist das nicht der Fall, dann sind die beiden Merkmale gekoppelt.
(11.3) DEFINITION Unter einem Test fiir das Kontingenzproblem versteht man
ein Verfahren, das eine Entscheidung zwischen den Aussagen

Nullhypothese: Die Merkmale sind stochastisch unabhangig.
Alternative: Die Merkmale sind gekoppelt.

herbeifiihrt. Die Entscheidung wird auf Grund empirischer Daten getroffen.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Standardisierung der Differenzen der Tabelleneintrage:

— (A B — nf(AiﬂBj)_f(Ai)f(Bj)
ViAo B) = VT S )

Struktur der Koppelung: Vorzeichenmuster der Differenzen

Signifikanz der Koppelung: Bei stochastischer Unabhéangigkeit ist der
Maximalwert der standardisierten Differenzen dem Betrage nach < 3.

Statistik 1, SS 1999 Strasser



(11.4) AUFGABE
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Koppelung der Merkmale Bekenntnis und Videofilm:
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DiE CHIQUADRATMETHODE

(11.5) DEFINITION Unter der Chiquadrat—GroBe (fiir das Kontingenzproblem)
versteht man die Quadratsumme

X2 = iinr*(Ai,Bj)Z.

Vi=1 VI=2 VI=3 VI=4
CO=1/| 00825 01089 0.0825 0.0561 e
CO=21 00675 0.0891 0.0675 0.0459 der standardisierten Differenzen zwischen Kontingenztafel und Indifferenztafel.
CO=3| 0.0325 0.0429 0.0325 0.0221 df =(r—1)(s—1)
CO=4| 0.0375 0.0495 0.0375 0.0255 Priifverfahren:
CO=5| 0.0300 0.0396 0.0300 0.0204 Wenn die Chiquadrat—GroBe den kritischen Wert df + 3+/df iibersteigt, dann
wird die Nullhypothese verworfen.
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Vi=1 VI=2 VI=3 VI=4
CO=1|-14797 0.6394 0.6093  0.1647 (11.6) AUFGABE
CO =2 | —0.2887 0.3652 —0.2887 0.1914 Signifikanz der Koppelung bei den Merkmalen Bekenntnis und Videofilm:
CO=3|-0.6934 —0.1400 2.0801 —1.4866 ChiquadratgroBe: x2? = 22,2482 mit df = 3-4 = 12
CO=4| 16783 —0.4270 -1.9365 0.9080 kritischer Wert: 12 + 3v/12 = 22, 39
CO=5| 17321 -0.9849 —-0.5774 —0.0280

Statistik 1, SS 1999
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12 ZUFALLSGROSSEN

(12.1) DEFINITION Unter einer Zufallsgrofe versteht man ein zufalliges

quantitatives Merkmal.

Einfache Zufallsgrofie: Endlich viele verschiedene Werte.
Diskrete Zufallsgrofle: Ganzzahlige Werte.

Statistik 1, SS 1999 Strasser

Slide 119

X eine einfache Zufallsgrofie mit den moglichen Werten a3 < as < ... < ag.
(X = a;): ,,Die Zufallsgrofie X nimmt den Wert a; an”.

(12.3) DEFINITION Es sei X eine einfache Zufallsgréfie mit den méglichen
Werten a1 < as < ... < aj und den Wahrscheinlichkeiten

p1=P(X=f11)7 P2=P(X202)7 ---,PkZP(X:ak)-

Unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie X versteht man die
Liste
(alapl): (a27p2)’ ey (alwpk)

der Paare, bestehend aus Werten und Wahrscheinlichkeiten.

Man kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer einfachen Zufallsgrofie als

Tabelle oder als Diagramm darstellen.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(12.2) BEISPIELE
1. Wurf eines Wiirfels, Augenzahl
2. Wurf von zwei Wiirfeln, Augensumme

3. Eine Maschine produziert Werkstiicke. Geometrische oder physikalische
Eigenschaften der Werkstiicke.

4. Ertrag einer landwirtschaftlich genutzten Fliche.
5. Simulation von Zufallszahlen.
6. Ziehen von Stichproben.

Man kann mit Zufallsgrofien rechnen. Ein algebraischer Ausdruck, bestehend aus

Zufallsgroflen, definiert eine neue Zufallsgrofe.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(12.4) BEISPIEL
Gegeben sind die Wahrscheinlichkeiten P(A) = 0,2, P(B) = 0,3 und P(C) =0, 1.
Unter Beriicksichtigung der Unabhéngigkeit der Ereignisse A, B, C' und des
Additionsgesetzes erhalten wir:
P(X=0) =PA'NnB'NnC")=P(A"P(B)P(C")
~0,8-0,7-0,9 = 0,504

P(X=1) =PANBNC)+PA'NBNC')+PA' NB'NC)

= P(A)P(B’)P(C") + P(A)P(B)P(C") + P(A")P(B")P(C)
=0,2-0,7-0,94+0,8-0,3-0,9+0,8-0,7-0,1=0,398
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P(X=2) =
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(ANBNC")Y+P(ANB'NC)+P(ANBNC)

P
P(A)P(B)P(C")+ P(A)P(B")P(C) + P(A")P(B)P(C)
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(12.6) AUFGABE

Ein Wertpapier im Wert von 3000 GE wird mit 8 % jahrlich verzinst. Seine
Falligkeit wird am Ende jedes Jahres ausgelost, wobei die Wahrscheinlichkeit fir
die Falligkeit 0,2 betragt. Am Ende des dritten Jahres ist das Wertpapier
spitestens endgiiltig fallig. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der

Auszahlungshdhe.
(12.5) AUFGABE
a; P(X = a;) =
a  P(X1=a) ai  P(X>=a;) a  P(Xs = ai) - ‘ - ‘ ( = )
10000 0,3 20000 0,4 4000 0,95 ! o ) ’
0 0,7 —2000 0,6 —15000 0,05 A1 N 4 | 3000-(1,08) 0,8-0,2
Al n A% | 3000 - (1,08)3 0,82
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Xi1= Xo= Xs=|X1+Xo+Xs=|P(X1 +Xo+X3=...)
10000 20000 4000 34000 0,3-0,4-0,95= 0,114 .
13 UNABHANGIGE VERSUCHSWIEDERHOLUNGEN
10000 20000 —15000 15000 0,3-0,4-0,05= 0,006
10000 2000 4000 12000 0.3.0.6-0.95 — 0.171 e Das Zufallsexperiment besteht aus Versuchen mit jeweils zwei alternativen
’ ' N Ergebnissen A und A’.
10000 —2000 —15000 —7000 0,3-0,6-0,05= 0,009
e Die Versuche werden n—mal wiederholt.
0 20000 4000 24000 0,7-0,4-0,95= 0,266
0 20000 —15000 5000 0,7-0,4-0,05= 0,014 e Die Versuchswiederholungen sind unabhangig voneinander und erfolgen unter
gleichen Versuchsbedingungen.
0 —2000 4000 2000 0,7-0,6-0,95= 0,399
0 —2000 —15000 —17000 0.7-0.6-0.05= 0.021 Die absolute Haufigkeit h,(A) ist in diesem Fall eine Zufallsgrofie.
= 1,000
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(13.1) ANWENDUNG: QUALITATSSICHERUNG

Die automatische Produktion eines Werkstiicks hat die mogliche Ergebnisse
A =, Werkstiick ist brauchbar” und A’ =,,Werkstiick ist mangelhaft”. Es sei
bekannt, da§ P(A’) = 0.03. Wie grof} sind die Wahrscheinlichkeiten
P(h19(A) =0), P(h1o(A) =1) usw. ?

(13.2) ANWENDUNG: STATISTIKKLAUSUR

Bei einer Statistik—Klausur werden 20 Fragen gestellt, und fiir jede Frage werden
5 alternative Anworten angeboten. Um die Klausur zu bestehen, miissen
mindestens 10 Fragen richtig beantwortet werden. Ein Student, der gar keine
Ahnung hat, beantwortet die Fragen zufillig. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
daf} er die Klausur besteht ? Welche Trefferwahrscheinlichkeit muf} ein Student
besitzen, damit er eine 50 %—ige Erfolgswahrscheinlichkeit hat ?

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(13.5) DEFINITION: Binomialverteilung

n

P(hn(4) = k) = <k>p’“(1 —p)"*k k=0,1,2...,n.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Es sei nun n = 2.

A;: A beim ersten Versuch
As: A beim zweiten Versuch
P(Al n Az) = P(Al)P(AQ) = pz
P(A1 N A5) = P(A1)P(43) = p(1-p)
P(A] N Ay) = P(A})P(A) = (1-p)p
P(A7 N Ay) = P(A})P(A}) = (1 - p)?
P(ha(4) =0 = P(A; N Aj) =(1-p)
P(hy(A) =1) = P(A; N AY) + P(A] NA2) =2p(1 —p)
P(h2(A) = 2) = P(A1 n Ag) = p2

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(13.6) BEISPIEL

Vereinfachen Sie die Formel fur die Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung

im Fall p = %

s i) (3 (-3

(13.7) BEISPIEL Beantworten Sie die Frage im Beispiel (13.1).

Losung:
10
P(hio(4) =0) = (0> 0,03°0,97'° = 0,97'° = 0, 7374.
10 1 9 9
P(hio(4)=1) = | ) 0,0310,97" =10-0,03-0,97" = 0,228.
Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(13.8) BEISPIEL

Beantworten Sie die Fragen im Beispiel (13.2).

Losung: Die Wahrscheinlichkeit, die Klausur zu bestehen, betragt

iz £ ) (0 ()
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(13.10) BEISPIEL

Es sei bekannt, dal 0.05% einer Bevolkerungsgruppe jahrlich durch einen
gewissen Unfall getétet wird. Bei einer Versicherung sind 10 000 Personen dieser
Gruppe gegen den Unfall versichert. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf} in

k=10 einem gegebenen Jahr mehr als drei dieser Versicherten durch diesen Unfall
9 k 20—k 2
20 1 4 1 umkommen?
=1- - — =1-0,9974 = 0,0026 = —.
> (%)) () 071 =0,0026 = g
k=0
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(13.9) BEISPIEL Lésung:
Die Wahrscheinlichkeit eines schweren Unfalls betrage bei einem technischen
Verfahren 1:10 000 im Laufe eines Jahres. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P(h10000(A) > 3) =1 — P(h1oo00(4) < 3)
dafiir, dafl beim Betrieb von 30 Anlagen im Laufe von 10 Jahren der Unfall 10000 10000
mindestens einmal auftritt ? =1- ( 0 ) 0,0005° 0,9995™"**" — ( 1 ) 0,0005" 0,9995°*°
Losung: - <10300> 0, 00052 0, 9995°°%% — (10200> 0,0005° 0, 9995°%°7
P(h3po(A) > 1) =1 — P(hgeo(4) =0)
1 <300> 0.0001° 0. 9999%%° — 1 — 0.9999% — 002956 =1-10,00673 — 0, 03366 — 0,08419 — 0, 14037 = 0, 73505.
0 K b b b -
Strasser
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14 DAS ZIEHEN VON STICHPROBEN
e Es liegt eine endliche Grundgesamtheit mit N Objekten vor.

e Die Objekte in der Grundgesamtheit sind Trager eines Merkmals mit zwei

alternativen Auspragungen A und A’.

e Es gibt M Objekte in der Grundgesamtheit, die die Eigenschaft A besitzen,
dh. der Anteil der Objekte mit der Eigenschaft A ist p = %

e Aus der Grundgesamtheit wird eine Stichprobe von n Objekten gezogen.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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ZIEHEN MIT ZURUCKLEGEN

Die Objekte werden nacheinander zufillig gezogen. Nach jeder Ziehung wird das

eben gezogene Objekt wieder in die Urne zuriickgelegt.

Binomialverteilung:

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(14.1) ANWENDUNG: Gliickspiel

Bei einer Tombola werden Lose in einer Urne angeboten. Lose kdnnen Treffer
oder Nieten sein. Enthilt die Urne N Lose, von denen M Treffer sind, so betragt,
wie wir aus Abschnitt 2 wissen, die Wahrscheinlichkeit, bei der Ziehung eines
Loses einen Treffer zu ziehen, P(h1(A)) = p = 4. Ein Teilnehmer kauft n Lose.
Wie grof} sind seine Chancen, eine bestimmte Anzahl von Treffern zu erzielen ?

(14.2) ANWENDUNG: Qualitdtskontrolle

Eine Lieferung von N Produkten einhélt M mangelhafte Stiicke. Um den Anteil
der mangelhaften Stiicke zu uberprufen, wird eine Stichprobe vom Umfang n
gezogen. Wie grof} sind die Wahrscheinlichkeiten, dabei eine bestimmte Anzahl

mangelhafter Produkte zu entdecken ?

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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ZIEHEN OHNE ZURUCKLEGEN

Die Objekte werden nacheinander zufallig gezogen. Nach jeder Ziehung wird das

eben gezogene Objekt nicht mehr in die Urne zurtickgelegt.

Stichprobe vom Umfang n = 2:

PlhaA) =0y = N=M N-M—-1_(N-MN-M-1)

N N-1 N(N —1)
M N-M N-M M M(N — M)
P(hy(A)=1) = — - - =2
(he()=V) =% F—7T+~F "~-1 N(N —1)
Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(14.4) DEeFINITION: Hypergeometrische Verteilung

( )(N_ )
k n—k .
P(hn(A):k):#furk:0,1,2,...,n.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(14.6) AUFGABE: QUALITATSSICHERUNG

Ein Lebensmittelhandler kauft bei einem Bauern erstmalig 250 Eier. Um im
Hinblick auf weitere Kaufe deren Qualitat zu priifen, zerschlagt er 10 Eier und
untersucht, ob sie verdorben sind. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl genau
1 bzw. genau 2 der untersuchten Eier verdorben sind, wenn 25 der 250 Eier

verdorben sind.

Losung: Es ist N = 250 und M = 25. Wir berechnen

Plhyo(4) = 1) = % —0.3054

P(hio(A) = 2) = % _ 0. 1968,

—~~

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(14.5) AUFGABE: Lotterie
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, beim Lotto ,,6 aus 49” genau 4 , Richtige”

zu haben 7

Losung: Esist N =49, M = 6, n = 6 und k = 4. Daher ist

P(he(A) = 4) = Q) 0, 0009686.

(5)

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(14.7) AUFGABE: Qualititssicherung

Lieferungen eines Produktionsbetriebs, bestehend aus Serien zu je 100 Stiick,
werden vom Empfanger kontrolliert. Es werden Stichproben vom Umfang 5
gezogen, und die Serie wird zuriickgewiesen, wenn davon ein Stiick mangelhaft
ist. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dal mit diesem Verfahren eine Serie mit

5% Ausschuf} zuriickgewiesen wird ?

Losung: Wenn die Serie von N = 100 Stiick 5% Ausschuf} enthilt, so betragt
M =5. Dann gilt

() (%)

P(hs(A) > 1) =1— P(hs(A) =0) =1 —

=1-0,7696 = 0, 2304.
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Wenn die Kennzahlen der endlichen Grundgesamtheit N und M im Vergleich
zum Stichprobenumfang n sehr grof sind, dann stimmt die Hypergeometrische
Verteilung annahernd mit der Binomialverteilung iiberein.

Wir fassen zusammen:

Die Binomialverteilung ist der Grenzfall der Hypergeometrischen Verteilung fir
eine unendlich grofle Grundgesamtheit.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Der Mittelwert ist die am besten an die Daten angepafite Zahl im Sinn des
Prinzips der kleinsten Quadrate:

Sucht man eine Zahle ¢, fir die die Summe der quadrierten Abstande
(,,Abweichungsquadratsumme”)

(#1— )2+ (o — )2 + - + (zp — ¢)?

moglichst klein ist, dann mufy ¢ = T sein.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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15 LAGE UND STREUUNG

Der Mittelwert ist der Durchschnittswert:

Will man alle Daten der Datenliste durch eine konstante Zahl ¢ ersetzen und

zwar so, daf} die Summe der Daten unverandert bleibt, dann muf} ¢ = 7 sein.
Der Mittelwert ist der Gleichgewichtspunkt des Stabdiagramms:

Unterstiitzt man das Stabdiagramm an jener Stelle, an der sich der Mittelwert
befindet, dann ist das Stabdiagramm im Gleichgewicht.

Der Mittelwert ist der Ausgleichswert:

Sucht man eine Zahl ¢, deren Abweichungen z; — ¢ von den Daten die Summe 0
haben, dann muf} ¢ = 7 sein.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Werden die Daten einer linearen Transformation y; = ax; + b unterworfen, so

verandert sich das arithmetische Mittel in gleicher Weise: g=aZ + b .

Werden die Daten einer linearen Datentransformation y; = az; + b unterworfen,

so verandert sich die Varianz geméif 512/ = @252 und die Standardabweichung

sy = |a|sg -

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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STREUUNGSZERLEGUNG EINER DATENLISTE

Wir zerlegen die Abweichungen in zwei Teile:

(z; —a) = (T —a) + (z; — T).
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(15.12) AUFGABE: Verkehrspsychologie

Wie stark unterscheiden sich die Schatzwerte von der tatsachlichen
Geschwindigkeit ?

* . 2 2, Losung: Der Vergleichswert ist a = 60. Wir haben n = 24 Daten mit dem
SS Z(m —a)” =n(Z—a)":
=1 Mittelwert T = 53,04 und der Varianz s2 = 83,96.
Ausmaf der systematischen Abweichung der Daten von
a SS*  =n(z — a)? =24(53,04 — 60)2 = 1162,6
3 — 2 _
SSk > (@i —7)? =nsk: SSr =ns2 =2015
i=1 SSr =85+ SSr =1162,6 + 2015 = 3177,6
Ausmaf} der inneren Streuung der Daten
n Daraus ergibt sich als Bestimmtheitsmafl
SST Z(wz — a)2:
i=1 55* 1162, 6
S5; 3t 000
Totale Abweichung der Daten von a R ’
Statistik 1, SS 1999 Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Die Gréflen S5, SSk und SS7 heiflen Komponenten der Streuung.

(15.10) SATZ VON DER STREUUNGSZERLEGUNG:

Die totale Abweichung SS7 ist die Summe aus der systematischen Abweichung

SSr = 85"+ SSgr

S5S5* und der inneren Streuung SSpi der Daten.

SS
Der Anteil
er Antei 35S

der systematischen Abweichung an der Gesamtstreuung heifit

das Bestimmtheitsmaf3.

Statistik 1, SS 1999

(15.14) AUFGABE: Qualititssicherung

Eine Maschine, die Werkstiicke mit einer Gréfle von 50 em herstellen soll, produziert
eine Serie von 200 Stiick mit einem Mittelwert von 58 ¢cm und einer Varianz von 36 cm?.

Ist die Maschine eher dejustiert oder ungenau ?

Losung: Der Vergleichswert betragt a = 50. Wir haben n = 200 Daten mit dem
Mittelwert & = 58 und der Varianz s2 = 36. Wir berechnen die Komponenten der
Streuung:

SS* = n(T — a)® = 200(58 — 50)% = 12800

SSr = mns2 =200-36 = 7200

SSr = 85"+ SSr = 12800 + 7200 = 20000
Daraus ergibt sich als Bestimmtheitsmaf}

SS* 12800

= = ——- = 0,64.
SSr 20000 ’
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STANDARD—SCORES EINER DATENLISTE

Der Standard—Score von z ist die Differenz zwischen z und T gemessen in

Vielfachen der Standardabweichung.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Grundsatzlich sind beliebig grofle Standard—Scores denkbar. Allerdings ist die

Haufigkeit von extremen Standard—Scores beschrankt.

(15.16)Ungleichung von TSCHEBYSCHEFF Es sei 21,3, ..,T, eine
Datenliste und z bezeichne einen beliebigen Standard—Score der Datenliste.
Dann ist

fallzl 2 ¢) < &
Das heiBt, dafl die relative Haufigkeit von Standard-Scores mit |z;| > ¢ héchstens
1/c? betragen kann.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Standard—Scores haben folgende Eigenschaften:

Standard—Scores haben den Mittelwert 0 und die Varianz 1. Das heifit, sie
enthalten keine Information mehr tiber Lage und Streuung des urspriinglichen

Datensatzes.

Kennt man Mittelwert und Varianz der urspriinglichen Daten, dann kann man

aus den Standard—Scores die Originaldaten zuriickgewinnen:

T; =T+ 28z

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(15.17) AUFGABE

Suchen Sie in den DEMO-Daten Personen mit ungewoéhnlichem Alter.

Lésung: Das Alter der Manner hat den Mittelwert T = 34,9 und die
Standardabweichung s = 5,3. Auffillig sind Daten, deren Standard-Score dem
Betrag nach grofier als 2 ist. Der Bereich der ,,normalen” Daten wird eingegrenzt
durch

45,5

r=349+2.53=
24,3
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Das Alter der Frauen hat den Mittelwert z = 25,3 und die Standardabweichung
s = 2,75. Auffallig sind Daten, deren Standard—Score dem Betrag nach grofier als
2 ist. Der Bereich der ,,normalen” Daten wird eingegrenzt durch
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Einfache Zufallsgrofle: E(X) = ai1p1 + asp2 + -+ + amPm

(16.3) AUFGABE Berechnen Sie den Erwartungswert der Augenzahl beim Werfen
eines Wiirfels:
EX)=1 1+2 1+ +6 !
6 6 6

30,8 (16.4) AUFGABE Berechnen Sie die Erwartungswerte der Zufallsgrofien aus den
z=253+£2-2,75= 19.8 Beispielen (12.4) und (12.6):
E(X)=0-0,504+1-0,398+2-0,092+ 3-0,006 = 0,6.
E(X)=3240-0,2+ 3499 -0,16 + 3779 - 0,64 = 3626, 4.
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16 DER ERWARTUNGSWERT EINER ZUFALLSGROSSE

Begriff des Erwartungswerts: Langfristiger Durchschnitt der Werte der
Zufallsgrofe.

(16.1) Empirisches Gesetz der grofien Zahl

Es sei X eine einfache ZufallsgroBe. Wird das Zufallsexperiment unter
identischen Bedingungen wiederholt, und zwar so, daf sich die einzelnen
Versuchsergebnisse nicht beeinflussen kénnen, dann konvergieren die Mittelwerte
der Realisationen x1,xs,... von X gegen einen Grenzwert:

1
R
Der Grenzwert p heifit Erwartungswert und hangt von der Zufallsgrofle X ab:
uw=E(X).
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(16.6) Es seien X und Y zwei Zufallsgrofien und «, 3 reelle Zahlen. Dann gilt
E(aX +8)=aBE(X)+p
E(X+Y)=EX)+E(®Y)

(16.7) AUFGABE

Berechnen Sie im Beispiel (12.5) den Erwartungswert der Summe der Ertrége.

E(X;) =10000-0,3+0-0,7= 3000
E(X3) = 20000- 0,4+ (—2000) - 0,6 = 6800
E(X3) =4000-0,95 4 (—15000) - 0,05 = 3050

E(X1 + X2 + X3) = 3000 + 6800 + 3050 = 12850.
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Indikatorgrofien:

1, wenn A eintritt,
X, =
0, wenn A nicht eintritt

Der Erwartungswert von X4 betragt E(X4) = P(A).

Der Erwartungswert einer Indikatorgrofie ist gleich der Wahrscheinlichkeit jenes

Ereignisses, dessen Eintreten sie anzeigt.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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VERSICHERUNGSMATHEMATIK

Erlebensversicherung: Zusage, nach Ablauf eines Zeitraums von n Jahren ein
Kapital K auszuzahlen, falls der Versicherungsnehmer zu diesem Zeitpunkt noch
lebt.

A: Ereignis, dal der Versicherungsnehmer die n Jahre der Wartezeit iiberlebt.
Auszahlung: K - X 4
Barwert der Auszahlung: B = Kv"X 4

Risiko der Versicherung: Erwartungswert R = E(B) des Barwertes der

Auszahlung.
q: Sterbewahrscheinlichkeit, P(A4) = (1 — ¢)™

Risiko = R = E(B) = Kv™(1 — q)".

Aquivalenzprinzip: Pramie = Risiko
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(16.9) ANWENDUNG: FAIRE GLUCKSPIELE

Ein Gliickspiel heifit fair, wenn der Erwartungswert des Gewinns G mit dem

Einsatz iibereinstimmt.
Lotto ,,6 aus 49”:
Einsatz = E(G) = E( Gewinnhdhe - X4) = Gewinnhohe - P(A)

1 49-48---45-44
innhohe = 10 - =10- =1 1
Gewinnhohe = 10 ) 0 65 2.1 39838160
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(16.10) AUFGABE

Berechnen Sie die Risikopramie fiir einen 40—jahrigen Osterreicher und eine
40—jahrige Osterreicherin, die eine Erlebensversicherung iiber ein Kapital von
100000 GE, auszuzahlen nach 10 Jahren, abschlieflen wollen.

Ménner 3%;
10
R,, = 100000 1—0,003)! = 72207.
<1,03> ( )
Minner 12%:
10
R,, = 100000 (1 12) (1—10,003)1° = 31244, 34.
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UNABHANGIGE VERSUCHSWIEDERHOLUNGEN
Ein Versuch mit den alternativen Ergebnissen A und A’ wird n—mal unabhéngig
wiederholt. Die absolute Haufigkeit h,,(A) ist dann eine Zufallsgrofle mit einer

Binomialverteilung.

(16.11)Der Erwartungswert einer Zufallsgrofie hy(A), deren Verteilung eine
Binomialverteilung ist, betragt E(h,(A) = np

(16.12) AUFGABE

Bei einer Statistikklausur werden 20 Fragen gestellt, und fiir jede Frage werden 5
alternative Antworten angeboten. Wie grof} ist der Erwartungswert fiir die

Anzahl der richtigen Antworten eines vollig unvorbereiteten Studenten ?
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17 DIE VARIANZ EINER ZUFALLSGROSSE

(17.1) DEFINITION Es sei X eine Zufallsgrofie und p ihr Erwartungswert. Falls
die Zufallsgréfle (X — p)? einen Erwartungswert besitzt, dann heifit dieser
Erwartungswert E ( (X - }L)Q) die Varianz der ZufallsgroBe. Die Varianz wird
mit dem Symbol V(X)) bezeichnet.

Die Wurzel \/V (X)) wird als Standardabweichung von X bezeichnet.

Die Varianz einer Zufallsgrofe ist die mathematische Fassung der Vorstellung

eines langfristigen Durchschnittswerts der quadratischen Abweichungen vom

Erwartungswert.
Da n = 20 und p = 0, 2, betrigt der Erwartungswert E(hag(A)) = np = 4.
Statistik 1, SS 1999 Strasser Statistik 1, SS 1999 Strasser
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ZIEHUNGSEXPERIMENTE

Eine Grundgesamtheit enthdlt N Objekte, die ein Merkmal mit den alternativen
Auspragungen A und A’ tragen. Die Anzahl der Objekte mit der Auspragung A
betrage M. Es wird eine Stichprobe vom Umfang n ohne Zuriicklegen gezogen.
Die absolute Haufigkeit h,(A) ist dann eine ZufallsgroBe mit einer
hypergeometrischen Verteilung.

E(hn(A)) =np =niL.
(16.14) AUFGABE

Beim Lotto ,,6 aus 49” beteiligen sich 1 Million Personen, von denen jeder
durchschnittlich 10 Tips abgibt. Mit wievielen Haupttreffern muf}

durchschnittlich gerechnet werden ?
6-5.-.2-1

E(hy(A)) = nP(A) =1 A — T
(ha(4)) = nP(A) = 10000000 =0 = 0,715
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(17.2) Eine einfache diskrete ZufallsgroBe X besitze die moglichen Werte
a1,Q9,...,0,, die sie mit den Wahrscheinlichkeiten p,pa, ..., p, annimmt.
Dann betrégt die Varianz dieser Zufallsgréfie

V(X) = (a1 — p)’p1 + (a2 — p)?p2 + -+ + (am — )P

(17.3) Es sei X eine Zufallsgréfle mit dem Erwartungswert p und der Varianz
V(X). Dann gilt
V(X) = BE(X?) — p?.
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(17.4) AUFGABE Berechnen Sie die Varianz der Augenzahl beim Werfen eines
Wiirfels. .
E(X?) = 6(1 +4+9+16 + 25+ 36) = 15, 1667.

V(X) = E(X?) — i = 15,1667 — (3,5)% = 2,91667.

(17.5) AUFGABE Berechnen Sie Varianz der Zufallsgrofie aus dem Beispiel (12.4).
E(X?)=0,2-(3240)% 4 0,16 - (3499)% 4 0,64 - (3779)% = 13198138, 4.

V(X)=E(X?) —u? =13198138,4 — (3626,4)? = 47361, 44.

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(17.8) AUFGABE

Berechnen Sie Varianz der Zufallsgrofie aus dem Beispiel (12.5).

Zunichst berechnen wir die Varianzen der Zufallsgroflen X1, Xo und X35. Wir
erhalten

E(X?) =10000% - 0,34 00,7 = 30000000 V(X1) = 21000000
E(X3) = 20000 - 0,4 + 2000 - 0,6 = 162000000  V(V2) = 116 160000
E(X3) = 40007 - 0,95 4 15000 - 0,05 = 26450000 V' (X3) = 17147 500.

Da die Zufallsgroflen unabhéngig sind, folgt daraus

V(X1 + X + X3) = V(X3) + V(X3) + V(X3) = 154307 500.
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(17.6) Es sei X eine Zufallsgrofie mit der Varianz V(X). Dann gilt
V(aX +b) = a®V(X) fiira,b € R.

(17.7) Sind X und Y unabhingige Zufallsgrofien, dann gilt
VX+Y)=V(X)+ V().

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(17.9) Es sei A ein Ereignis und X 4 seine IndikatorgréBe. Die Varianz von X 4

betragt
V(Xa) = P(A)(1 - P(4)).

(17.10) AUFGABE
Berechnen Sie Varianz der Zufallsgrofe aus dem Beispiel (12.4).

V(X4)=0,2-0,8=0,16
V(Xp)=0,3-0,7=0,21
V(X¢)=0,1-0,9=0,09

V(X) = V(X4) + V(Xp) + V(Xc) = 0, 46.
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UNABHANGIGE VERSUCHSWIEDERHOLUNGEN

(17.11) Die Varianz einer ZufallsgroBe hy(A) mit einer Binomialverteilung
betragt
V(hn(A)) = np(1 - p)
Varianz der relativen Haufigkeit:
1 1 P(A)(1-P(A
V(fulA)) = V(ha(A) = V(o)) = TALZPED,

n n2 n

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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(18.2) DEFINITION Unter der Standardabweichung des Mittelwerts aus n
unabhédngigen Realisationen von X versteht man die Gréfe

SD:\/LE.

Es sei X eine Zufallsgréfie mit dem Erwartungswert mu und der Varianz o2. Ein
Zufallsexperiment bestehe darin, n unabhingige Realisationen X, X5,..., X,
der Zufallsgréfie X zu beobachten. Der Mittelwert

- 1
X:;(X1+X2+---+Xn)

ist eine Zufallsgrofle mit den Eigenschaften

EX)=p ud V(X)=2.
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18 STATISTIK EINES MITTELWERTS

Es sei X eine Zufallsgrofe mit dem Erwarungswert E(X) = u. Eine Stichprobe
von Realisationen x1, s, . .., z, dieser Zufallsgrofle fithrt zum Mittelwert z. Wie

stark kann T bei gegebenem p schwanken ?
PROGNOSEINTERVALLE

(18.1) ANWENDUNG: FERTIGUNGSKONTROLLE

Eine Maschine produziert Werkstiicke, deren Ausmafl X den Erwartungswert
1 = 120 und die Varianz o2 = 78 besitzt. Zur Kontrolle werden die
Durchschnittswerte von X fiir Serien von je 100 Stiick kontrolliert. In welcher

Bandbreite sind die Schwankungen dieser Durchschnittswerte zu erwarten ?

Statistik 1, SS 1999 Strasser
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Praktisch gilt fiir Mittelwerte sogar die gleiche Faustregel wie fiir relative
Haufigkeiten.

Faustregel:

e Mit etwa 67 % Sicherheit betragen Zufallsschwankungen nicht mehr als eine

Standardabweichung: |7 — u| < SD.

o Mit etwa 95 % Sicherheit betragen Zufallsschwankungen nicht mehr als zwei

Standardabweichungen: | — p| < 2S5D.

o Mit etwa 99,5 % Sicherheit betragen Zufallsschwankungen nicht mehr als drei
Standardabweichungen: | — p| < 3SD.
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(18.6) AUFGABE Berechnen Sie Prognoseintervalle im Beispiel (18.1).

120 — C_VIES <7F<120+ c—“lgs.

T=120+2-0,88 =120+ 1,6.

(18.7) AUFGABE Eine Schulklasse mit 28 Schiilern wird hinsichtlich ihrer
Korpergrofie untersucht. Der Mittelwert betragt © = 155 ¢cm und die Varianz ist
0% = 144 cm?. AnliBlich einer Veranstaltung wird eine Gruppe von 5 Schiilern

zufallig ausgewahlt. Mit welcher mittleren Kérpergrofie ist bei dieser Gruppe zu
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KONFIDENZINTERVALLE
Der Erwartungswert p sei unbekannt. Mit Hilfe eines beobachteten Mittelwertes

T soll der Erwartungswert u geschatzt werden:
T—cSD<u<z+¢SD
Unter einem Konfidenzintervall fiir einen unbekannten Erwartungswert p versteht

man ein Uberdeckungsintervall fiir z, dessen Grenzen wohl von den Daten, aber

nicht von den unbekannten GroBen p und o2 abhingen.

rechnen 7
12 /28 -5 12 /28 -5
155 —c- —=\/ —=——=<ZL<155+c¢c- —=4/ ——
VEV28—1—"~ + V5V 28—-1’
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Bootstrapmethode:
g = Sn—1
SD=—rSD:="2
NG NG
DIE SCHATZUNG DER VARIANZ Syt St
T—c <p<lzT+ec

Unbekannte Varianz o2: Bootstrapmethode.

(18.8) DEFINITION Es sei x1, 2, ...,Z, eine Datenliste. Dann nennt man die
Grofle

1 n
6 o= Z(a:z —7)2
i=1

n—1
die Stichprobenvarianz der Datenliste.

2

2_, ist ein unverfilschter Schétzer der Varianz o>.

Die Stichprobenvarianz s;, _
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(18.13) AUFGABE Die DEMO-Daten bilden eine Stichprobe aus der Gesamtheit
aller Bewerber um das auflerirdische Siedlungsprojekt. Schitzen Sie die

durchschnittliche Kérpergrole getrennt nach Geschlechtern.

Manner: T = 166,44, s = 10, 84

50
Sp_1= ‘/E 10,84 = 10, 95.

10,95

=166,44+2 -
# V50

= 166,44+ 3, 1.
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TESTPROBLEME

(18.14) DEFINITION Ein statistischer Test iiber einen unbekannten
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Erwartungswert p ist ein Priifverfahren, das zwischen den Aussagen Priifverfahren: SD — Sn_1
n
Nullhypothese: = ug
Alternative: F Ko -2< fﬂg—Bﬂo < 2: Das Ergebnis ist nicht signifikant.
iiber den unbekannten Erwartungswert p entscheidet. Die Entscheidung wird auf _
T — - N
Grund empirischer Daten getroffen. 55” %> 92 Das Ergebnis ist signifikant.
(1.8.15.). DEFINITION Unter dem Standard-Score eines Mittelwerts versteht man T :\Mo 9. Das Frgebnis ist signifikant,
die Grofle _ _ SD
T—p T—u
SD v
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Faustregel fir die Beurteilung von Standard—Scores:
e Mit etwa 67 % Sicherheit liegt ein Standardscore zwischen —1 und +1.
o Mit etwa 95 % Sicherheit liegt ein Standardscore zwischen —2 und +2.

o Mit etwa 99,5 % Sicherheit liegt ein Standardscore zwischen —3 ud +3.
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(18.16) AUFGABE

Liegt beim auflerirdischen Siedlungsprojekt die durchschnittliche Intelligenz der
Bewerber tiber oder unter dem Durchschnitt der Weltbevolkerung ?

T = 107,45, s = 11,99. Die Stichprobenstandardabweichung betragt somit
Sn—1 =4/ 2011,99 = 12, 05.

SD~ 5D = 1205 _ 1,205
v/100
Testgrofe:
107,45 — 100 7,45
= > 2.
1,205 1,205
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(18.17) AUFGABE
Unterscheiden sich im Beispiel (15.12) die geschitzten Geschwindigkeiten
signifikant von der wahren Geschwindigkeit ?
Von n = 24 Versuchspersonen betragt z = 53,04 und s = 9,16. Daraus ergibt
sich s,,_1 = 9,36 und SD = 1,91. Der Wert der Testgrofle betragt

53,04 —60 —6,96
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Signifikanzproblem: F—Grofle

* = _ 2
F_MSS —<\/ﬁ$ ,u0> _

T MSSp Sp—1

Die Hypothese p = po wird verworfen, wenn die F—Grofle einen kritischen Wert ¢
ubersteigt, der im vorliegenden Fall als Faustregel mit ¢ = 4 festgelegt werden
kann.

Relevanzproblem: Bestimmtheitsmaf}

= < 2.
1,91 1,91 g5+
SSr
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VARIANZANALYSE
Die ANOVA-Tabelle ist ein Analyseschema mit folgendem Aufbau:

SS df MSS
x | SS* 1 MSS*
R|SSgr|n—1|MSSg
SSt n

Erste Spalte: Quadratsummen (Sums of Squares).
Zweite Spalte: Anzahl der Freiheitsgrade (degrees of freedom).
Dritte Spalte: Mittlere Quadratsummen.
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(18.18) AUFGABE
Fithren Sie den Test im Beispiel (15.12) anhand der ANOVA-Tabelle durch.
Die ANOVA-Tabelle hat die Form

SS |df | MSS

* [ 1162,6 | 1 | 1162,6
R | 2015,0 | 23| 87,6

3177,6 | 24
Daher betragt die F-Grofe
1162, 6
F = ' = 13,27.
87,6 ’
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19 DER VERGLEICH VON ZWEI MITTELWERTEN

Es seien X und Y zwei unabhingige Zufallsgrofien mit den Erwartungswerten
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Priifverfahren:

Das Priifverfahren beruht auf der Testgrofie

. T —7 — 2 2
E(X) = 1, E(Y) = p2, und den Varianzen V/(X) = o3, V/(¥) = o3, T2, wohei 5D = || Sty B
DAs TESTPROBLEM ' ?
Es gibt insgesamt drei Moglichkeiten:
(19.1) DEFINITION Ein statistischer Test iiber den Unterschied zwischen zwei & g &
unbekannten Erwartungswerten py und po von unabhdngigen Zufallsgroflen ist
ein Priifverfahren, welches zwischen den Aussagen T—7
—2 < —= < 2: Das Ergebnis ist nicht signifikant.
Nullhypothese: 1 = o _SD_
A]ternative: 1 ?é U2 ‘Tgf\ > 2: Das Ergebnis ist signiﬁkant.
D
entscheidet. Die Entscheidung erfolgt auf Grund empirischer Daten. :c/—\y < —2: Das Ergebnis ist signifikant.
SD
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Der Grundgedanke jedes Priifverfahrens fir dieses Testproblem besteht darin, die

Differenz T — 7 als Basis fiir die Konstruktion einer Priifgrofie zu verwenden.

(19.2) DEFINITION Unter der Standardabweichung der Mittelwertsdifferenz T — 7y
aus zwel unabhédngigen Stichproben versteht man die Grofie

SD:’/U—%+J—%.
n1 no
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(19.4) AUFGABE
Bestehen in den DEMO-Daten beim Merkmal Intelligenz signifikante

Unterschiede zwischen Mannern und Frauen ?

Wir haben zwei Stichproben mit n; = 50 und ne = 50. Es gilt T = 104, 72 und
Sy n—1 = 12,387, sowie y = 110, 36 und s, ,—; = 11,133.

= 12,3872 11,1332
DT__ = . . == 2, .
S 7 \/ 50 + 50 355
Als Wert der Testgrofle erhalten wir

104,72 — 110, 36
e —E——— T
2,355 ’
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(19.5) AUFGABE
Bestehen in den DEMO-Daten beim Merkmal Korpergrofle signifikante

Unterschiede zwischen Méannern mit und ohne Flugangst ?

Wir haben zwei Stichproben mit n; = 18 und ny = 32. Es gilt T = 164, 37 und
Spmn—1 = 12,678, sowie ¥ = 167,61 und s, ,—1 =9, 87.

Slide 191

Der Grundgedanke der Varianzanalyse besteht darin, die Daten der beiden

Stichproben mit dem Gesamtmittelwert aller Daten zu vergleichen.

Der Gesamtmittelwert betragt
_ nli + TLQ?
ny + nog ’

Man kann die Abweichung von Einzeldaten vom Gesamtmittelwert in zwei Teile

— 12,6782 9,872 .
SDy =1 -+ = 3,46. zerlegen:
18 32 _ _
. (x; —m) = (T —m)+ (z; - T),
Als Wert der Testgrofie erhalten wir
(i =m) =@ —m)+ (yi —7)
164,37 — 167,61
BT @-m)= @), F-m)= o (-2)
! ny + nog ’ ny + nog )
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ny ng

VARIANZANALYSE SSaw =Y (F—m)*+ ) (F—m)
i=1 i=1

Falls 02 = 02, dann ist ein genaueres Verfahren zur Beurteilung des Unterschieds

— j1z méglich = n1(T = m)? + (7 — m)? = —L2 (7 — 7)?

p1 — p2 moglich. ny + ny

Anwendungen: Medizin, Landwirtschaft, Marktforschung SSn = S (z; —7)2 + nzz(yl —7)? = nlsi + nzsz

Der Vergleich der Mittelwerte erfolgt unter den angegebenen Voraussetzungen i:ll Z:nlz

mit Hilfe einer Varianzanalyse. SSr = Z(ml —m)? + Z(yl —m)?
i=1 i=1
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(19.9) SATZ VON DER STREUUNGSZERLEGUNG
Es gilt
SSt =8Szw + SSin.
Die Gesamtstreuung S St ist die Summe aus dem systematischen Unterschied

SSzw zwischen den Stichproben und der inneren Streuung SSrn der einzelnen
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(19.10) AUFGABE Fiihren Sie mit den DEMO-Daten beim Merkmal Intelligenz
eine Varianzanalyse zwischen Mannern und Frauen durch.
Die ANOVA-Tabelle lautet

ss | df | mss
ZW | 795,24 | 1 | 795,24
IN | 13591,60 | 98 | 138,69

Stichproben. 14386,84 | 99
F-Grofle F' = 5,7339, Bestimmtheitsmaf} 0,05851
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ANOVA-Tabelle:
SS df MSS
ZW | SSzw 1 MSSzw 20 EMPIRISCHE KORRELATION

IN SSIN |m1+ne—2| MSSin
SST n1+n2—1

Signifikanzproblem: F—Grofle

P MSSzw
~ MSSin
Relevanzproblem: Bestimmtheitsmaf}
SSzw
SSr
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Die Untersuchungsobjekte seien Trager von zwei quantitativen Merkmalen X und
Y. Fir jedes Untersuchungsobjekt erhalten wir als Beobachtung ein Datenpaar
(z,y), wobei z die beobachtete Auspragung des Merkmals X ist und y die
beobachtete Auspriagung des Merkmals Y.

Datenliste: Liste von Datenpaaren (z;,¥:), 1 =1,2,...,n.

Wechselseitige Beziehungen: Streudiagramm.
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DAS STREUDIAGRAMM

Das Streudiagramm ist ein Punktediagramm, das die Datenpaare (z;,y;) als

Punkte in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem darstellt.

e Der Mittelpunkt des Streudiagramms ist der Punkt (Z,7). Physikalisch

gesehen handelt es sich um den Schwerpunkt der Punktwolke.

Statistik 1, SS 1999 Strasser

Slide 199

(20.2) DEFINITION Die Merkmale X und Y sind positiv gekoppelt, wenn fiir ihre
Auspriagungen tendenziell die Aussagen gelten:

Je gréBer x, desto groBer y

Je kleiner z, desto kleiner y.

Die Merkmale X und Y sind negativ gekoppelt, wenn fiir ihre Auspragungen
tendenziell die Aussagen gelten:

Je gréBer x, desto kleiner y.
Je kleiner x, desto gréBer y.

Sind zwei Merkmale positv oder negativ gekoppelt, so liegt eine monotone

Koppelung vor.
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e Projiziert man die Punkte des Streudiagramms auf die z—Achse, so entsteht
das Punktediagramm der Datenliste x1,x2,...,z,. Die horizontale
Ausdehnung der Punktwolke hingt also von der Streuung der Datenliste

T1,%2,...,%, ab.

e Projiziert man die Punkte des Streudiagramms auf die y—Achse, so entsteht
das Punktediagramm der Datenliste y1,y2,. .., yn. Die vertikale Ausdehnung
der Punktwolke hingt von der Streuung der Datenliste y;,ys, ..., y, ab.
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DAS STANDARDISIERTE STREUDIAGRAMM

Unter dem standardisierten Streudiagramm versteht man das Streudiagramm der

Standard—Scores der Daten:

Datenpunkt: (z,y)...Standard—Scores: z, = ¢
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Ein standardisiertes Streudiagramm hat folgende Eigenschaften:
e Der Mittelpunkt des standardisierten Streudiagramms ist der Nullpunkt.

e Projiziert man die Punkte des standardisierten Streudiagramms auf die
z—Achse, so entsteht das Punktediagramm der Standard—Scores
Zpyy Zmay - -+ 2z, - Die horizontale Ausdehnung der Punktwolke entspricht also

einer Datenliste mit der Varianz 1.

e Projiziert man die Punkte des standardisierten Streudiagramms auf die
y—Achse, so entsteht das Punktediagramm der Standard—Scores
Zyy Zyss - -+ 1 2y, - Die vertikale Ausdehnung der Punktwolke entspricht auch
einer Datenliste mit der Varianz 1.
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(20.11) DEFINITION Unter der Korrelation einer Liste von Datenpaaren (z;,y;)
versteht man die Bindung der Punktwolke an eine steigende oder fallende

Hauptachse.

Varianz der Punktwolke: Die Varianz einer Punktwolke hingt davon ab, von
welchem Punkt der Zeichenebene aus man sie betrachtet. Legt man
orthogonal zur Blickrichtung eine Gerade, und projiziert man die Punkte der
Punktwolke auf diese Gerade, so entsteht ein projiziertes Punktediagramm,
das dem optischen Bild der Punktwolke entspricht.
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KORRELATION
(20.5) DEFINITION Unter dem Korrelationskoeflizienten einer Liste von
Datenpaaren (z;,y;) versteht man den Mittelwert

P= %(zzlzyl + Zg, 2y, + o+ Zznzyn)

der Produkte der Standard—Scores.

SfL'
,,Lehrbuchformel”: r = Ty
545y

n

oy = = D (i~ B~ )

i=1
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Hauptachse: Die Hauptachse geht durch den Mittelpunkt der Punktwolke und
ist parallel zu jener Geraden, auf der das projizierte Punktediagramm die

grofite Varianz besitzt.

Bindung an die Hauptachse: Die Bindung an die Hauptachse (=Korrelation)
ist groB3, wenn die Punktwolke schwach um die Hauptachse streut. Sie ist
klein, wenn die Punktwolke stark um die Hauptachse streut.
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Interpretation des Korrelationskoeffizienten:

sgnr: Das Vorzeichen des Korrelationskoeffizienten gibt an, ob die Hauptachse
steigt oder fallt.

Im Fall » > 0 spricht man von positiver Korrelation. Positive Korrelation ist

eine spezielle Form einer positiven Koppelung.

Im Fall » < 0 spricht man von negativer Korrelation. Negative Korrelation

ist eine spezielle Form einer negativen Koppelung.
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Korrelation bedeutet Bindung an eine lineare (= geradlinig verlaufende)

Hauptachse.

Sind die Daten an eine nichtlineare Kurve gebunden, so ist der

Korrelationskoeffizient wenig oder gar nicht interpretierbar.

Die Frage, ob es sinnvoll ist, den Korrelationskoeffizienten zu berechnen,

entscheidet man anhand des Streudiagramms.

Die graphische Beurteilung der Daten ist also vor der quantitativen Analyse

vorzunehmen.
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|r|: Der Betrag des Korrelationskoeffizienten gibt die Stérke der Korrelation
(=Stérke der Bindung an die Hauptachse) an.

Der Korrelationskoeffizient liegt immer zwischen —1 und +1. Die beiden
Extremfélle treten dann ein, wenn alle Datenpunkte auf der Hauptachse

liegen.

Ist der Korrelationskoeffizient » = 0, dann kann das zwei Ursachen haben.
Entweder gibt es keine Hauptachse, weil die Punktwolke aus allen
Richtungen betrachtet die gleiche Varianz besitzt, oder die Hauptachse ist
parallel zu einer der beiden Koordinatenachsen.
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Varianz einer Summe von Datenlisten:

(20.14) Gegeben sei eine Liste von Datenpaaren (x;,y;), i = 1,2,...,n. Die
Varianz der Summen (z; + y;) betragt

2 2 2
Spyy = Sy + 8 +2rsysy.

e Addiert man positiv korrelierte (r > 0) Datensétze, so ist die Varianz der

Summe grofler als die Summe der Varianzen.

e Addiert man negativ korrelierte (r < 0) Datensitze, so ist die Varianz der

Summe kleiner als die Summe der Varianzen.

e Addiert man unkorrelierte (r = 0) Datensétze, so ist die Varianz der Summe

gleich der Summe der Varianzen.
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21 LINEARE REGRESSION

REGRESSIONSMODELLE

Wir betrachten ein Zufallsexperiment, bei dem eine Zufallsgrofie Y beobachtet
werden kann. Im Gegensatz zu den bisherigen I"Jberlegungen wiederholen wir das
Zufallsexperiment aber nicht unter identischen Bedingungen, sondern wir dndern
die Versuchsbedingungen von Versuch zu Versuch systematisch ab. Es
interessiert uns, ob und wie die Eigenschaften der Zufallsgrofie Y von den
Versuchsbedingungen abhangen.
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(21.2) ANWENDUNG: Technologie

Eine Untersuchung iiber die Abhingigkeit der Zugfestigkeit f (in kg/cm?) von
der Trockenzeit T' (in Tagen) bei Beton ergab folgende Werte fiir f:

T=1| 1 2 3 7 28
f=1130 21,9 298 324 418
13,3 245 280 304 426
11,8 24,7 241 345 40,3
24,2 331 35,7
26,2 35,7 37,3
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(21.1) ANWENDUNG: Landwirtschaft

Es soll die Abhangigkeit des Weizenertrags Y von der eingesetzten Menge X an
Stickstoffdiinger untersucht werden.

X =150 60 70 80 90 100
Y =31-35 2 6 3
26 — 30 5 12 7 2
21-25 4 8 8 6
16 — 20 2 7 1
11-15| 1 3
6-10| 3 1
1-5| 1
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Kontrolliertes Merkmal: Pradiktormerkmal (die ,,unabhéngige” Variable)

Zufallsgrofie Y: Responsevariable (die ,,abhingige” Variable)

(21.3) DEFINITION Unter einem Regressionsmodell versteht man eine
Pradiktor—Response Modell, bei dem das Pradiktormerkmal nur den
Erwartungswert der Responsevariablen beeinflufit:

E.(Y) = f(a).
Die Funktion y = f(z), die die Abhangigkeit des Erwartungswerts vom Pridiktor
beschreibt, heifit Regressionsfunktion.
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(21.4) DEFINITION Unter einem linearen Regressionsmodell versteht man ein

Regressionsmodell mit einer linearen Regressionsfunktion.

Ein lineares Regressionsmodell hat die Form
E.(Y)=a+bz oder Y =a+ bz + U wobei E,(U) = 0.

Die Regressionsfunktion f(z) = a + bz heifit Regressionsgerade.
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(21.5) Es sei (z;,y;), i =1,2...,n eine Liste von Datenpaaren. Die nach dem
Prinzip der kleinsten Quadrate konstruierte Gerade zur optimalen Vorhersage der
Werte y; aus den Werten x; hat die Form f(z) = 4 + bz, wobei

i):’l‘z—: und&:y—gi.

Die Gerade y = a + bz heifit die empirische Regressionsgerade des Merkmals YV
nach dem Merkmal X.
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DIE EMPIRISCHE REGRESSIONSGERADE

Die empirische Regressionsgerade ist jene Gerade, die im Sinne des Prinzips der
kleinsten Quadrate die Werte y; am besten vorhersagen kann.

Das Prinzip der kleinsten Quadrate:

y = a + Bz beliebige Gerade

prognostizierte Werte 9; = a + fz;

Prognosefehler y; — 9;

Ziel:

n

Z(yi —9;)? = Minimum !
i=1
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Szy

1. Die ,,Lehrbuchformel” fiir b lautet b = —
SZ

2. Es gibt auch eine Regressionsgerade des Merkmals X nach dem Merkmal Y.

Die beiden Regressionsgeraden unterscheiden sich.

3. Jede empirische Regressionsgerade geht durch den Mittelpunkt (Z,7) der
Punktwolke. Daraus kann man die Formel fir ¢ gewinnen:
T=a+bt => a=7y— bz
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(21.9) AUFGABE Zeichnen Sie das Streudiagramm und berechnen Sie die
empirische Regressionsgerade fiir das Beispiel (21.2).

Wir haben n = 21 Datenpunkte (y;,¢;). Mit der Datentransformation z = logt
ergibt sich T = 1,6173 und s, = 1,1338. Auflerdem ist 7 = 28,89 und
s, = 8,7018. Daraus folgt r = 0,9423, b = 7,3217 und & = 16, 9825.
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(21.10) AUFGABE Wie lauten die Gleichungen der Regressionsgeraden im

standardisierten Streudiagramm ?

Im standardisierten Streudiagramm werden die Standardscores (zy, z,)
aufgetragen. Die Standardscores haben jeweils den Mittelwert 0 und die Varianz
1. Thr Korrelationskoeffizient ist aber der gleiche wie bei den urspringlichen
Daten. Daraus folgt b=r und & = 0. Dies gilt sowohl fiir die Regressionsgerade

von z, nach z; als auch fir die Regressionsgerade von z, nach z,.

IA

Die Regressionsgerade von z, nach z, lautet also z, = rz,. Da |r| <1, verlduft

sie flacher als die Hauptachse.

. . _ _1
Die Regressionsgerade von z, nach z, lautet also 2, = r2,, dh. 2, = ;z,. Da

|%| > 1, verlduft sie steiler als die Hauptachse.
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Die Regressionsgerade unterscheidet sich von der Hauptachse der Punktwolke.

Bei der Regressionsgeraden geht es um die vertikalen Abstinde der Punkte von
der Geraden wahrend es bei der Hauptachse um die orthogonalen Absténde geht.

Die Regressionsgerade von Y nach X verlauft grundsatzlich flacher als die

Hauptachse;

die Regressionsgerade von X nach Y verlauft steiler als die Hauptachse.
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ANWENDUNG: Das Regressionsphinomen

Der Unterschied zwischen Regressionsgerade und Hauptachse sowie seine
Interpretation kann am standardisierten Streudiagramm besonders gut erklart

werden.

Wir nehmen an, dafl unsere Datenliste eine positive Korrelation r > 0 besitzt. In
diesem Fall lautet die Gleichung der Hauptachse z, = z, und die Gleichung der
Regressionsgeraden z, = rz,;. Auf der Hauptachse liegen also die Datenpaare,
deren Komponenten gleiche Standard—Scores besitzen. Das sind die Datenpaare,

deren Komponenten gleich iiber— oder unterdurchschnittlich sind.

Die Erscheinung, dafl Paare, deren eine Komponente extrem ist, im Durchschnitt

eine weniger extreme zweite Komponente besitzen, heifit Regressionsphinomen.
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(21.12) AUFGABE

Eine empirische Untersuchung von Ehepaaren zeigt, daf iiberdurchschnittlich

intelligente Ehefrauen im Durchschnitt intelligenter sind als ihre Eheméanner,

wahrend unterdurchschnittlich intelligente Ehefrauen eher weniger intelligent als

ihre Eheméanner sind. Folgt daraus eine erfolgreiche Dominanzstrategie

intelligenter Frauen bei der Partnerwahl ?

(21.13) AUFGABE

Werden bei Trainingsprogrammen die Teilnehmer vor und nach dem Training

getestet, so sind zu Beginn uberdurchschnittliche Teilnehmer nach dem Training

im Durchschnitt weniger uberdurchschnittlich. Wirken Trainingsprogramme

nivellierend 7
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Komponenten der Streuung:

n

55 = Z(gi—g)%z}?Z(mi—E)%

i=1

Erklarbare Streuung

n

SSk = Y (wi—9)%
i=1

- Reststreuung

SSr = Y (m-9)*
i=1

Gesamtstreuung der y;
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(21.14) SATZ VON DER STREUUNGSZERLEGUNG
VARIANZANALYSE
o .. . . SSr=85"+S5S
Qualitat der empirischen Regressionsgeraden als Prognoseinstrument T R
b _ 7 erklirbare St Die Gesamtstreuung S St ist die Summe aus der erklarbaren Streuung SS* und
; — g erkldrbare Streuung
vimy s der Reststreuung SSkg.
y; — U; Reststreuung
_ ~ _ ~ * _ 2,02
(yi —7) (G —9) + (vi — ) S5% = rinsy
5 _ N _ 2
= blas =) + (v~ 9:) 87 = nsy
SSr = (l—rz)nsi
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(21.15) Das BestimmtheitsmaB, also der Prognosewert der empirischen

Regressionsgeraden, bezogen auf den vorliegenden Datensatz, betragt
S8 _ .2
SSt — °

Das Quadrat des Korrelationskoeflizienten ist ein Maf fiir die Genauigkeit der

Regressionsgeraden.
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Ein Test dieser Hypothese kann mit Hilfe der ANOVA-Tabelle leicht konstruiert
werden. Die ANOVA-Tabelle fiir ein lineares Regressionsmodell lautet:

SS df MSS
* | §S* 1 MSS*
R|SSgr|n—2| MSSg

T SST n—1
Um das Signifikanzproblem zu beantworten, bildet man die F-Grofle
_ MSS* r?

=20 h—2)
Mssy - "1 e
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(21.16) DEFINITION Unter einem Test einer linearen Regression versteht man

ein Priifverfahren, das zwischen den Aussagen

Nullhypothese: b=20
Alternative: b#0

eine Entscheidung herbeifiihrt. Die Entscheidung wird wird auf Grund
empirischer Daten getroffen.
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(21.17) AUFGABE Fiihren Sie fiir das Beispiel (??) die Varianzanalyse durch.
Testen Sie die Nullhypothese b = 0.

S§Sr = nsl=82-44,57 = 3654,7
SS* = r2.88p =0,748% - 3654, 7 = 2044, 84
SSrp = 3654,7—2044,84 = 1609, 85

58  |df | MSS
« | 2044,84 | 1 | 2044,84
R | 1609,85 | 80 | 20,12
T | 3654,69 | 81
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22 BIVARIATE STATISTIK

Das Korrelationsproblem: Besteht zwischen den beiden Zufallsgréfen ein
Zusammenhang, der es erlaubt, die Werte der einen Zufallsgrofie auf Grund

der Werte der anderen Zufallsgrofie vorherzusagen ?

Das Symmetrieproblem: Stimmen die Erwartungswerte E(X) und E(Y)

tiberein oder sind sie verschieden ?
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(22.2) ANWENDUNG: Marktforschung

Ein Marktforschungsinstitut untersucht, ob Ereignisse des Vortages einen Einfluf3
auf den Absatz von Tageszeitungen haben. Es werden die Verkaufszahlen von 10

Zeitungen an zwei verschiedenen Tagen erhoben.

Tag 1: Politische Umwélzungen im Nachbarland, Europacupfinale
Tag 2: Keine bedeutenden Ereignisse

Verkaufszahlen in Tausend
Tag 1| 410 350 180 60 50 43 22 22 21 20
Tag 2 | 350 280 160 61 42 40 18 23 20 17

Wir stellen in diesem Beispiel die Frage: Haben die Ereignisse des Vortags einen
EinfluBl auf die Verkaufszahlen ?
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(22.1) BEISPIEL
Beispiele fiir Korrelationsprobleme sind folgende Fragen:

(a) Besteht in den DEMO-Daten zwischen den Variablen Alter und Intelligenz

ein Zusammenhang ?

(b) Besteht in den DEMO-Daten zwischen den Variablen Alter und Blutdruck

ein Zusammenhang ?
Ein Beispiel fiir ein Symmetrieproblem ist die Frage:

(c) Hat das allgemeine Konditionstraining einen Effekt auf die Leistungsfahigkeit
der Personen in den DEMO-Daten ?
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(22.3) ANWENDUNG: Verkehrspsychologie

Es sollte untersucht werden, ob Alkohol die Risikobereitschaft bei Autofahrern
erhéht. Als ein Mafl der Risikobereitschaft wurde die Hochstgeschwindigkeit
verwendet, die ein Autofahrer bei vorgegebenen Verkehrsverhéltnissen auf einer
Teststrecke erreichte. Als Versuchsperson dienten 20 eineiige Zwillinge, von
denen jeweils einer zufillig der Bedingung ,,ohne Alkohol” und der andere der

Bedingung ,,mit Alkohol” zugeordnet wurde.
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DAs KORRELATIONSPROBLEM

(22.4) DEFINITION Unter dem Korrelationskoeflizienten von zwei ZufallsgréBen
X und Y versteht man
p=pxy =E (_LX;XX ’ Y;yy)

das ist der Erwartungswert des Produkts der Standardscores der Zufallsgrofen.
Sind X und Y zwei Zufallsgrofien mit endlichen Varianzen, so ist

p(X,Y) = lim r,

n—r00
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Das Quadrat des Korrelationskoeffizienten gibt also an, um welchen Prozentsatz
die Unsicherheit verringert wird, wenn man eine lineare Funktion von X zur

Prognose von Y heranzieht.

(22.10) DEFINITION Die optimale lineare Prognosefunktion a + bX heifit die
lineare Regressionsfunktion der Zufallsgrofie Y nach der Zufallsgréfe X .
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(22.9) Es seien X und Y zwei Zufallsgréfien in einem Zufallsexperiment. Dann
gibt es eine lineare Prognosefunktion a + bX, die die ZufallsgroBle Y im Sinn des
Prinzips der kleinsten Quadrate

E((Y —a—bX)?) = min!
optimal vorhersagt. Diese optimale lineare Prognosefunktion ist gegeben durch

b=pZ—Z und a = py — bux.
Der Prognosefehler der optimalen linearen Prognosefunktion betragt

E((Y —a—bX)?) = (1- p?)ot.
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(22.12) DEFINITION Ein statistischer Test auf Korrelation zweier Zufallsgrofien
X und Y ist ein Priifverfahren, das eine Entscheidung zwischen den Aussagen

Nullhypothese: p(X,Y)=0
Alternative: p(X,)Y)#0

herbeifiihrt. Die Entscheidung wird auf Grund empirischer Daten getroffen.
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Priifverfahren:

Um das Signifikanzproblem zu beantworten, bildet man die F—Grofle
MSS* r2
= = —_ 2 —
MSsE - AT
der Varianzanalyse im Regressionsproblem.

(22.13) AUFGABE Priifen Sie den Zusammenhang der Variablen Alter und
Intelligenz in der DEMO-Daten.

Der empirische Korrelationskoeffizient zwischen AG und IN betrigt
r = —0,1327. Daraus ergibt sich als Testgrofie
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(22.14) AUFGABE

Priifen Sie den Unterschied der Erwartungswerte der Variablen Ty und 77 in den
DEMO-Daten.

Wir berechnen
d=7T-75=12,14—11,95=0,19

und
55 =85+ 5, —2rsys, = 0,29+ 0,3 —2-0,9543-0,54- 0,55 = 0,02315.

Daraus ergibt sich sq = 0,15214 und s4,—1 = 0,15367. Die Testgrofle betragt

72 0,13272 d 0,19
(n — 2) 1_,2 = 981 ~0 13272 = 1, 7566. Sam_1 — 0,15367 = 12,36
r ' Jn 10
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DAS SYMMETRIEPROBLEM

Beim Symmetrieproblem geht es um den Vergleich der Erwartungswerte E(X)
und E(Y) zweier gekoppelter Zufallsgroffen X und Y.

Das Problem des Vergleichs von Erwartungswerten E(X) und E(Y") gekoppelter
Zufallsgroflen behandelt man, indem man den Erwartungswert der Zufallsgrofie
D = X —Y untersucht.
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(22.15) AUFGABE

Beantworten Sie das Symmetrieproblem im Beispiel (22.2).

Wir berechnen d = 16, 7 und S4n—1 = 26,27. Daraus ergibt sich als Wert der
TestgroBe 2,012. Dieser Wert ist schwach signifikant. Wir schlielen daraus mit
Vorsicht, dafl die Eregnisse des Vortags einen Einfluf} auf die Verkaufszahlen
haben.

(22.16) AUFGABE
Beantworten Sie das Symmetrieproblem im Beispiel (22.3)

Wir berechnen d = 4, 75 und S4n—1 = 6,06. Daraus ergibt sich als Wert der
TestgrofBe 3,505. Dieser Wert ist signifikant. Wir schlielen daraus mit Vorsicht,
daf3 Alkohol die Risikobereitschaft erhoht.

Statistik 1, SS 1999 Strasser



