Stochastische Prozesse

Eine Folge von ZufallsgréBen X,t=1,2,...
heiBt stochastischer Prozef

Beispiel: Zufillige Sequenz:
Identisch und unabhéngig verteilte X:.

Prozel3; X1 X7 X3 X4 X5 X¢ X7 .
Realisierung: A C T A T A A . .

ProzeB: Y Y, Y3 Yse Ys Y6 Y7 . .
Realisierung: 0 0 1 2 1 2 3

Definition von Y:

.

3 (X;=A,Y =2)oder Y. =3
2 X,=A Y. =1
Y:= .
£ 1 Xg =T
| O sonst

Der Prozef} Y:,t=1,2,.... entdeckt das Stopkodon TAA.
P(Y, =3) = P(Die Sequenz X;X;....X; enthiilt ein TAA)

Neues Problem:
Die Verteilung von Y, hingt von der Realisierung von Y, ab.



ProzefB: X1 Xz X3 X4 Xs Xe X7 .
Realisierung: A C T A T A A . .

Prozef3: YiY, Ys Y YsYs Y7 . .
Realisierung: 0 0 1 2 1 2 3
Definition von Y:
(3 (X:=A,Y.1=2)oder Y, ;=3
2 X, =A,Y1=1
Y, = y
=11 X=T
| 0 sonst J

Verteilung von Y, bei bekanntem Y, ;:

Y,

012 3

y 0|2 300
1 2 1 1
SR
2 17304
310001

Anfangswahrscheinlichkeit Yo: P(Yo=0)=1



Bedingte Wahrscheinlichkeit

: P(AB)
< < <
PAB)<PAYweill ABCA = 0<5 PQA) <1
S _ P(AB)
Definition: P(B|A)= A @

heiBt bedingte Wahrscheinlichkeit fiir B wenn A bereits
eingetreten ist.

Neues Wahrscheinlichkeitsmall
Definiert auf allen Teilmengen von A
Teilalgebra von Ereignissen mit A = €

Formel: P(AB)= P(A) P(B | A)



Die Randverteilung von Y;:
Beispiel: P(Y;=3) =
Unterscheide die Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten:

__P(Y; 31Y-1=0)=pe3z=0
PY:=3|Y-1=1)=p13=0
PY,=3|Ym1=2)=pxn=1/4
P(Yr 3 I Yt_1 - 3) = P33 = 1

P(Yri=0) = p§’
P(Y.y=1) =p/!
P(Y, =2) = p§"
P(Y.; =3)=p5’

P(Yi1=0,%,=3) = py p03=0
P(Yi1=1,Y,=3)= P1 P13--0
P(Yr1=2Y,=3) = p2 pzs—(1/4)P
P(Yr1=3,Y:=3) = p5'pss =p5’

P(Y;=3) = (U/4)p5" +p5' =p}

Allgemein:

3
P(Y;=3)=% pi pis

P Y _ __% 1 ..t
( r—])—HPk Prj=p;



t=1 | t=2 | t= t= t= t= t= t= t= t=10 | t=11

o
Il
o

1 3/4 1 11/16 | 43/64
0 1/4 | 4/16 | 16/64
0 0 1/16 | 4/64
0 0 0 1/64

Markoff- Modell der Ordnung 1

X0,X1,X2,....XT  diskrete Zufallsgroflen mit
Werten 1,2......n

P(xo=1) = Poi Anfangswahrscheinlichkeiten
Plx; = j | Xi-1 =10) = Dij Ubergangswahrscheinl.

Zustandsraum (Trajektorien)
k
9]
5]
V=7

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 ¢t

L

— b W o U N~ 00D
W

pg- n-Schritt ﬁbergangswahrscheinlichkeiten' ( p,-lj =Di)
+1 S
Pg- = 2: p?kp ki = % PDikD zj Rekursionsformel
D> po,-:pgj =P (x; = ]) Randverteilungen
i

Durchgangswahrscheinlichkeit



ALIGNS56.SAM

010
Ubergangsmatrix: P= | 00 1
| 100

: / /
Zustandsverteilung: p: = pOPt

P1 P3 P2 Pt
Po=|p2 (\P1=|p1 |sP2=|p3 [s\P3=]|p2
P3 P2 P1 P3



Stationére Verteilung

(1\ (p1p2...pk
1 Pip2...pk
- _|PLpP2... Pk
(Prp2-.-pe) P1P2 ... D

K P1pP2...pPk
1) \P1DP2...Pk )

Satz von Frobenius fiir positive Matrizen

pij >0 fiir alle i und j =>lim P" = 1p/ fitr einen Vektor p

Die Verteilung p is heift stationdre Verteilung und hat die
Eigenschaft

p’ =p!P™ fiir alle m

Beweis:

1p’ = lim P" = lim P™" = (lim P )P"’ = 1p/P™

H—ea n—yeo H—po0

Ip/ — ]prm — pf =prm

Wichtige Eigenschafi:en:.

p’P=p’ Matrix P hat linken Eigenvektor p!
Pl=1 Matrix P hat rechten Eigenvektor 1



Positive Vektoren: (x1,x2,.....xn) x;>0

z.B. Wahrscheinlichkeitsvektoren
(pl,pz,-.-,pn),- pi>0 Xp;i=1

Erwartungswertabschétzung:

mmx, < Ep;xx < maxx;

Glelchhelt gilt gdw alle X glelch sind

Ubergangsmatrizen
(p11 P12 ...Pn )
D21 P22 . ..
P= ) ot p,j>0 Zp,j=1fiirallei
. . v oo . J
\Pnl . ...DPnm )
(Y prix: )
~ P1jXj / (1)
(Pn Piz...Pm Vxl ) J 1 )
papn... . || x ?pzfxf- x{g)
Px: . . PP . . — ] . _ . =x(1)
\Pnt - .. P J\%Xn ) 2 PrjXj \xsz) )
\ J -/
Dann gilt

rmn X; <x,(c) < maxx;firallek=1,..,n
l .



. . 1
min x; < min x;,’ < max x,) < max x;
i k k :

wiederholte Anwendung liefert

1
PPx=Px™ D s ol=al . |,wennm — oo

1)

Anwendung auf jede Spalte von P liefert

(1\
i
P"P = (011,031, ..., 0,1y =10 = i (01 02 ... C0y)
1.
'y
(1) (ocl o2 ocn\
O Oz Ol
= O ...0,)=
(al 2 OC) Ol1 Oy Cly
- (X:I (Iz an
1) O 02 . .. Oy )

-,




Beispiel:

.. erste Spalte
121 1 1 1 5
=112 (5|1 |==]6
211 4 2 16 5
5/116 6/16
vy
| | ] | [ |
! I I [ [ |
t t
1/4 2/4
121 5 { 22
112 |=| 6 |== 21
4 211 16 5 64 21
21/64 ( | 22/64
W
| I I R I |
! 1 | ) l 1
| bt
20/64 24/64
¢ mm x E (-—] =~ Z [_1_)
=1 \4 4
P P3 pz
p2 rl D3
P3 P2 _ D1

_1
3
Pl
P2
P3



‘ - 010
Ubergangsmatrix: P= |00 1
100

- Zustaridsverteilung: p; = p.{)Pt

p1 p3 P2 p1
Po=|p2 \P1=|p1 sP2=| p3 hP3=| p2
D3 D2 P1 P3



Aufgabenblatt 2:

Aufgabe 1 (Matrizenmultiplikation)

0103Y010
a) BerechnenSie| 001 ||001 |=?
100 100

b) Beweisen Sie (A+B)C=AC+BC

) Beweisen Sie (AB)C=A(BC)

d)  Welche Matrix X hat die Eigenschaft AX = A fiir alle A?
Aufgabe 2: Ungleichungen fiir den Mittelwert

Beweise fiir gegebene x; > 0 und Wahrscheinlichkeiten p;die Ungleichungen
minx; € X p;x; < max x; |

Aufgabe 3: Ubergangsmatrizen (alle Zeilensummen sind 1)

~a) Istdas Produkt zweier Ubergangsmatrizen eine Ubergangsmatrix?
b)  Betrachte die Ubergangsmatrix

l-pp 0O 100
P=|1-pOp |undzeigefirp<1l,daBP*=| 1.0 0
1 00 100

Aufgabe 4: Indikatorprozesse

Konstruiere einen Markoff Prozef} erster Ordnung, der das Auftreten eines
Stopkodons (TAA oder TAG oder TGA) entdeckt.

A]Jfgabe 5: Konvolution

Es seien X und Y zwei diskrete unabhéingig verteilte Zufallsgrofen mit
PX=N=p;,PY=0)=q,i=1,.,n
Geben Sie einen Algorithmus zur Berechnung der Verteilung von X+Y an.
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Bayes'sche Formel

Merkmal A  (verborgen)

‘Gewinn, Niete

Merkmal B (beobachtbar)

Frabe: gelb, griin, rot

Stichprobenraum, Verteilung von (A,B) ?

A
1 2

ni Nz N
n21 na |n2
n3 nxn N3

o)

ny. na |n.

P(4d=i,B=j)=py=nyln.

P4 =i)=p; =ni/n.
PB=j)=p;j=njn.

P(A=i|B=j)=nyn;
P(B=]|A=1)=ny/nl

-

A
1 2
1 |pu p12 |pai
B 2 px pn p2
3 ipa pn |p3
p1. p2. | 1

ge_rheihsame Verteilung
von Aund B
- Randverteilung von A

Randverteilung von B

Verteilung von A bei
bekanntem B
Verteilung von B bei
bekanntem A

PA=i|B=j)) =

PA=i,B=j) P(B=jlA=i)PA=1i)
PB=j)

P(B =))

_ P(B=j|A=i)P(A=;’)‘
_§P(B=j|A=k)P(A=k)

- I .
I a LT g H P IR R T ot SRR Ty s T s
FHOOEME g eBl UIRER PG e LBELTRER TIT

£,
s £ e

H e R e R e e A T P . .
Ao R OUHEE BT 5 Wbl i



Ubungsaufgaben
Assoziativgesetze: o
| AuB)UC=4AuBUO)
" ANBNC=ANnBnNCO)

Distributivgesetze:

AUBINC=ANC)UBNO)
ANnBuC=(AVC)NBUCO)
Komplementbildung;: _ |
AVUB) =A4°NB°
(ANB)*=A4°UB°
Losbeispiel: | Merkmal A (Gewinn, Niete)
) Merkmal B (Frabe: gelb, griin, rot)
Daten: : | p
A | .
1 2
110 20
B 260 30
3150 40

Mit welchen Wahrscheinlichkeiten gewinnt man, wenn ein
Los mit der Farbe 1, 2 oder 3 gezogen wird ?

¥

T -
o B 5 : .

¥ e b . i . . » 3 s . il
% PR S R % % TR G g RN TS A A J S bl 280 il T GETEN R ¥ - S Ll
PR SR SRR A3 | RSO S iy BRI s VELF Wl en k) ‘J{Hw‘tﬂi W 4&2&%% i ‘h§i¢ = . i‘g {; et 4G

4

B O



Most freqilent 8—tupleAs:

TTTTTTTT
CTTTTTIT
ATTTTTIT
TCTTTTTT
TATTTTIT
AATTTTIT
TTCTTTTT
TTGTTTTT
TTATTTTT
TTTTTATT

Claverie and;Bqugueléret (1986)

ATATTTTT -

TAATTTTT
AAATTTTT
TTTCTTTT
TTTGTTTT
TTTATTTT
ATTATTTT
TATATTTT
AATATTTT

ATTTTATT.

Dinucleotide composition

AA:
CA:
GA:
TA:

1506 AC:
903 CC:
831 GC:

1259 TC:

881 AG:
1021 CG:
681 GG:
963 TG:

TTAATTT TTATATTT
ATAATTTT ATATATTT
AAAATTTT TAATATTT

~ TTTICTIT AAATATTT
TITIGTTT TTTAATTT
TTTTATTT AATAATTT
ATFTATTT AAAAATTT
TATTATIT TITTTCTT
AATTATTT TTTTTGTT
TATTTATT AATTTATT

988 AT: 1123
368 CT: 1254
727 G 633
788 T 1723

" total: 15649 nucleotides

Sea urchin complete mitochondrial genome

WCALA) ) 4 &Q) P(AC) = QUA) - PCCL4)
P CALC) \ 6. %%6) % o

9(’/‘:41 @)= @ 0 X



Bayes decision rules (M. Borodovsky)

General formula:
Codlivk gt
“ L PS|C)* P(C)
P(C =
€19 P(S| C)* P(C)+P(S|N) * P(N)

Individual reading frames:

P(S|C)*P(C)
P(S|C)*P(C:)+P(S|N)* P(N)

P(Ci|5)=

Simultaneous consideration of all reading frames:

P(S|C)*P(C)
P(S|N)* P(N)+§l P(S| C)* P(Cy)

P(Ci|5)=

gene

inverse strand __E _ .
: % ¢ | § gene ;
direct strand c ~$&ter, pon, y- i

kind of region: i | ii il i i

Simultaneous consideration of strand and anti strand

~ . P(S|C)*P(C)
P(C;i|S)= v 3 —3
P(S| N)* PONY+S, P(S| C)* PCHE QS| C) * O(C))
Sstlen
>0(51C) * 9(C)
3 ]
P(S| N)* PNYS; P(S| C) * PC+E OXS| € » O(C))

Q(Ci|S)=



Futiktion -

Anstieg in Richtung X
z=f(x.y)

e

 Anstieg in Richtung ¥

Die Ableitung einer Funktion von mehreren Variablen (z =Ax,y)) nach einer
- speziellen Variablen (x oder y) heifit partielle Ableitung

ﬁ___@‘(g;y) o ﬁ=6ﬂg},’y)

Sie liefert den Anstieg einer Funktion in Richtung der ausgewahlten Variablen.

Satz: ©  Liegtin einem Punkt ein lokales Maximum oder Minimum vor,
so verschwinden dort alle partiellen Ableitungen.
Fiir konvexe/konkave Funktionen folgt aus dem Verschwinden

aller partieller Ableitungen das Vorhegen eines absoluten
Maximums/Minimums,

/ X2 X

/ SOt +RA2%2) 2 Aafer) +Aoflx2). fiir alle Ag +Ag = 1




R/
Zielfunktion, Extremwert ohne Nebenbedingung,
7=fx.y)

Extremwert unter
| ‘ / Nebenbedingung
flx,yy=C /

Projektion
{(Losungspunkt)

X

Beobachtnng

Nebenbedingung
gy

Wenn C das Maxlmum von f{x,y) unter g(x,y)=0 ist, dann hat f(ix,y=C
im Losungspunkt die gleiche Ableitung wie g(x,y)=0.

Durch lmplmmereweren folgt: }22 '; tin “‘)’ =0 a'(%" TS 4l
mr
& g g(x () 3g(x,y)
dx i gy mit 8x~ und 8y = a'y
Gleichung )4&4;.. m < widx
A }j A 5 £
o Jx Ex x =—AZx sen — JY __Jx
fy & = I =:—7Lgy mit A 8y 8x
Langrange-Funktion: |

x, )+ Aglx, = :
fx,9) +Ag(x,y) S +Agy =0



Schitzung von Parametsmmn
Sequenz S= ACGAGTCA’ITCGAATCGT ................

Markoff Modell O-ter Ordnung

P(S)= P(A)P(C)P(G)P(A) -----------------
10 P(S) = Inp(A) +1np(C) + 10 p(G) + I P(A) v
InP(S)=Znilnp,

Aufgabe: Fiir welche Parameter p; hat die beobachtete Sequenz S die grobte
Wahrscheinlichkeit?

max Tn; 1np, Y nilnp;
USp;SI,Zp,:l

- Die p; heilen Maximum Likelihood Schitzungen der Parameter p;

Losung:  Lagrange Funktion: Yninp;+AZpi—1)
Ableitung nach p;: gf +A=0 "= ny=-Ap:
© Summation iiber k- = N=-A
i . ‘ : _m
Ergebnis: =Yy

Markoff Modell 1-ter Ordnung
In P(S) =lnpoa +Inpac +Inpce+Inpga +.cvvvveenens

In P(S) =1np,a +En,-,-lnpﬁ

Aufgabe: max )y ()3 niln p,,) =2, (Z niln pq)
OSPUSI.EP,}:l i
!

. A My
L.8sung: pij = ”



_Ungleichﬁhg der Informationstheorie

Seien a; und b; positive”Zahl'en_ mit X b; £ Xa;.
Dann gilt > 'a;ln% <0

und Gleichheit gilt genau dann wenn a; = b; fiir alle 1.

Beweis: Taylor-Entwicklung der Logarithmusfunktion liefert fiir X > 0

2
lnx=(x—1)—~(x ? mity e (1,x)
2y

bi
Fiirx = = folgt

b_. ,
na ‘ ai 2y
b; (bi—a)*
In 5-——*(19 —ai) 2 32 » Vi€ (1,7
i bl a;
Zalln__;=2(bi z) 2( )
ta!

D1e zweite Summe verschwmdet genau dann wenn a, b; und dann
verschwindet auch die erste.

a n .
Anwendung; a; =_—'1‘, b; =p,',z ar=1, E b;=1

ni nl
—_— . <
= Z,Hlnp,_z,”h’lﬁ



Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie die folgenden Mengenrelationen.

a)  Assoziativgesetze: AUB)UC=AUBUO)
ANBNC=ANn(BNC()
b) Distributivgesetze: AUB)INC=ANCOU(BNC)

ANBuUC=AuONBUC)
¢) Komplementbildung: (AUB)*=A‘NB° '
C(ANB)Y=AUB

2. Losbeispiel: Merkmal A (Gewinn 1, Niete 2)
| Merkmal B (Frabe: gelb 1, griin 2, rot 3)
A Die entsprechenden Anzahlen von Losen
1 2 sind in links stehender Tabelle gegeben.
1 10 20 '

: Mit welchen Wahrscheinlichkeiten gewinnt
3 |50 40 | ein Los der Farbe 1,2 oder 3 ?

3. Es sei N = (n;;) die Matrix der Dinukleotidanzahlen in einer Sequenz und
P = (ny/n.) die Matrix der geschitzten Ubergangswahrscheinlichkeiten. Zeige,
da8 der Zeilenvektor p’ = ((n;. + n;)/2n ) fiir groBes n_ niherungsweise die |
Eigenvektorbedingung p’P = p’erfiillt.

4, Eine Funktion heif3t konve.x, wenn
| f(l[x[ +l2x2) = ll_ﬂ.h) +).7f(x2) fiir alle k] +lz = 1,7\.1 2 O,lz =20

Zeigen Sie fiir zwei solche Funktionen f{x) und g(x), da8 ihre Summe auch
konvex ist.

Aufgabe 5: (freiwillig)

Schreiben Sie ein Programm zur Berechnurig der in Aufgabe 3 definierten
GroBen. Schreiben Sie ein Programm zur Erzeugung von zufilligen
Sequenzen nach einem Markoff Modell.




 Momente von Worth#ufigkeiten

X, Anzahl des Auftretens eines Wortes in einer
zufilligen Sequenz der Linge n
Diskrete ZufallsgriBe

P(X,=0)=p"  Kann rekursiv-berechnet werden

Wort AAA

Sequenz ACGTAAACGTGCTATGCAAAAGTCAATATGCAATAAA
Wortprozef  1000123000000100012330001201000120123
Z&hlprozef 0000001111111111111233333333333333334

Kleffe & Langbecker (1990)

Exact computation of pattern probabilities in random sequences generated by
Markov chains. Comp. Applic. Biosci. 6, 347-353

Berechnung von E(X,)

o ] 1  Wort tritt in Sequenzposnmn i auf
Indikat ton: £; = l 0 Wort tritt in Sequenzposition i nicht auf

E(l}) = P(I; = 1) = p(W)

pi(A) -

k=IW) Wortlange

n—~k+1

Y= % L = EX) ="f§{':1+AI pW) hiufig  (n—k+ L)p(W)




Berechnung von E(X2)

nk+l  \2 ksl | n=k+l _
E( Z I,-) =2 Elilp=2 Pli=1nL=1)
i=l ij=1 il

n=k+1

Z pW) +2 7—3 PUi=1nl=1)= E(X)+2 E pi(W)p:(W)

i<y _—

pl(A)

Pli=1nlj=1)=P(l;=1|1;=1)P{i=1) = pi(Wp(W)

Wortiiberlappungen:  AAA! AAAA - AAAAA
ATA: ' ATATA

Es gibt héchstens k-1 ﬁberlappende Wﬁxf_ter Wr,Ae {1, ...,k—‘l}

Doppelsumme zerfillt
n—k+1 n—k+1-A .. n=k+1 .
) Py WP = £ p,(wnxﬁ@+  py(pi(W)

A =l

E(n(Wz.))+ Z  PiWpdW) s

Kleffe & Borodovsky (1992) First and second moment of counts of words in
random texts generated by Makpv chains. Comp. Apphc Biosci. Vol.8 No. 5
433-441 .

[

Gemischte Momente: EX,Y,)=X Plx=1nly=1)
i -




Lsungen
Aufgabe 2:

ACGTACGTACGTACGTACGTACGTACGTACGTACGTCGTACGTACGTAAA
12345678901234567890123456789012345678901234567890

7= 1 wenn ACG an der Stelle i aufiritt
f 0 sonst '

5ty =Pu=n=(3)’

X =§ 1, ist die die gewiinschte ZufallsgriBe

E(X)=98 (g)f =1,53125

V) = X~ EX)? = EQC*) - (B’

E(X2)=E(§f,-) =E§I,-I,-= I P(i=1and}=1)=Zpy

-

ACG

AAA% ) -//0.256
s .

0.25 | 025
0254 = | '
Ong
98 — :f



Sequenz: A ACTGGC A T
WS: " Do Pax Pac Per Pro Pac Pea Par =+ -

' lnP(S) =c+Xnilnpy

H

BBz u(th

PA(S) p,_,J +Z g

beden a-.a-%ner
Der Likelihood Quotient ist eine lineare Funktion der Worthauﬁgke1ten n der
Sequenz. Seine Verteilung ist eindeutig bestimmt durch die Verteilung der 7.

Verteilung von N = (n;) bei bekanntern Anfangselement io:

In P(N | i) = Inn(io, N) + ): n;Inp;

n(ip,N) ist Anzahl der Sequenzen die mit Buchstaben iy begmnen und

Dinukleotidhiufigkeiten N = (n;) besitzen.
Jede dieser Sequenzen endet mit emem elndeut1g bestimmten

Buchstaben j.

Inn(iy, N) = InF(zo,N) + 2 ln[ J (Satz von Whittle)
II n,,'

J

F(iy, N) ist der (jo, i)te Kofaktor der Matrix R=(8;- n,,

Patrick .Biliingsley (1961)
Statistical methods.in Markov chains. Ann. Math.Statist. Vol 82 12-40

Zwei Erwartungswerte:

Exy 1n 2#05) =my=c+Y, Eu(ng) cy

28
E4lln P:'(S) =ma=c+X Ea(ny)
Zwel Varianzen: o _'.-u;h\a "
S A
Dﬂ[ln Pu( )) Oy “‘“ZZ Cij covH(n.,, md) Cl
Pa(S) ij K

Pu(S)
DA(lﬂ P:’(S)) =0y _Z% Ci COVA(nqan) Crl



Binomiale Verteilung

B(l,p): Xe (0,1)  istZG mit

EX)=1*p+0*(l-p)=p

PX=1)= p
PX=0)=1-p

V() =EX*—(EX)* =p-p?=p(1-p)

B(n,p): Y=X1+X, +...+X,,,_

Xi~B(l,p) unabhingig

E(Y)=np V(Y)=n*p=*(1-p)

P(Y=k)=l[ k] K1 -p)™* = oy At Ol

Induktionsbeweis:

n-1

1100100110010101110

(n-1) !

1100100110110101110

(k-1) ! (n-k) !
(n-1) !

P(Y=0)=(1-p)"

Summe:

ki{n-1-k)!

n!

kl(n—k)!

P(Y=n)=p"



Poisson Verteilung
Y~B(mp) = P¥=0)=(1-p)" = 0

Physikalische Prozesse:

p sehr klein o
= p==
n  sehr groB P=hn

P(Y=0)= (1 - %—) — e™ - Eulersche Konstante

n—yee

allgemein:
_a__n (o "( _9.9)”"" Lok
P(Y—k)—k!(n—k)!(”) I=%) 2w
E(Y)=n(%) >

0=r(g)(1-5) - o

Eine ZufallsgroBe mit dieser Grenzverteilung
heiBt Poisson verteilt mit Parameter o !

k n-k
Beweis: Mit by(n) = 7c'(nn——'-k)'(%) (1 ~ %) gilt

B = (ERE)0-5) -2



Wérfh_iiuﬁgkeiten

Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Wortes an einer festen
Sequenzstelle: B '

P(ATG) = p(A)p(T)p(G) = parc

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt es X mal auf ?

Effektive Sequenzlinge: N
‘Anzahl des Auftretens eines Wortes: WC

Binomialansatz:

’ i ~x‘_,... o .
P(WC=1) = s ping(1 ~pare)”

In den meisten Féllen wird PATG aus einer Stichpi‘obe geschéifzt.

Poissonansatz (seltene Worter):

P(WC=x)= ___exp;-a) o

Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Wortes an einer festen Stelle:

P(ATGATG) =p(A)p(T)p(G)p(4)p(Dp(G) = DATGATG

- Effektive Sequenzlinge: N
Poissonparameter (Intensitét): OL = N PATGATG



Sicherheitsschranken
Sei X eine diskrete ZufallsgroBe mit Werten 0,1,2,3, ...

PX=K)=pr, 3 pr=1
( ) =Dk gopk

- Das grofite L mit der Eigenschaft 'k%pk >1-a

heifit untere Sicherheitsschranke zum Niveau o

| U |
Das kleinste U mit der Eigenschaft zE'o pr>1—-a

" heiBt obere Sicherheitsschranke zum Niveau o

Summe WS < & L U Summe WS <Q
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Multinomiale Verteilung
(}@M{,@@mﬁ*tﬁﬁﬁdd)
Xi,i=1,..,N 1.1.d. vektorwertige diskrete Zufallsgrofien
(1Y (o) (0
1 0
Xies| . LIO |, . |t =1{e1,...,6m}CR™

A0 /O, \ 1/

PXi=e)=p; j=1l,om i=1,...N

Definition:
(nl A
12
Y=X+Xo+...4+4Xn=| . |~M(N,m)
\Mm

heilt multinomial verteilt mit Parametern N und m.

(na )
Beispiel: ne
Zufallssequenz ne | M(N,4)
der Linge N: -

\ T J



Aufgabenblatt 4

1.

Es sei | ein Vektor mit allen Komponenten gleich 1 und D eine
Diagonalmatrix. Was bewirken die Matrizenmultiplikationen
DA,AD, 1’A, Al fiir die Zeilen und Spalten einer Matrix A?

Es seien X; i = 1,...,n unabhingig und identisch verteilte
Indikatorvariablen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(max X; = 1).

Eine zufillige Sequenz § der Linge 10 wird mit einem Markoff-Proze8
der Ordnung 0 mit den Wahrscheinlichkeiten pa, pc, pe, pr erzeugt.
Es seien naa, nac die Anzahlen der Dinukleotide AA bzw. AC in dieser
Sequenz. Berechnen Sie E(na), E(nac), V(naa), V(nac), Cov(nas, n Ac) .

Berechnen Sie die Verteilungen von a4 und n4¢ unter den Annahmen
von Aufgabe 3.

(freiwillig) Schreiben Sie ein Programm zur Lésung von Aufgabe 4.



Multinomiale Verteilung

Xi,i=1,...,N I.1.d. vektorwertige diskrete Zufallsgrofien
1) (0) (0)

0 1 0
Xiedl . ,10|...| .| ={eq...emtcRM™

(0JL0) (1)

P(Xi:ej):pj j=1,.m i=1..,N

Definition:
£
N1
na
Y=X1+Xo+...+#Xn=| . |~M(N,m)
\Nm )

heil3t multinomial verteilt mit Parametern N und m.

£ )
Na
Beispiel: Nc
Zufallssequenz ne | MN, 4)
der Lange N:



Momente der multinomialen Verteilung
4 D1 )

P2
EXi)=| . [=p pi=PXi=¢j) = E(Y)=Np

\ Pm )

COV(Xi) - E(XIX:) - E(XOE(X,)’ = E(XIX:) — pp’
( A
P1

P2
E(XIX:) — plelea_ + ...+ plelea_ =

N Pm )

Cov(X;) = Diag(p)—pp’ , Cov(Y)=N(Diag(p)-pp')

N
/nl

nit,....nm! Mm

Verteilung: P(Y=| ~ D= pit.pn

\Mm

123332211321231232123123233211232131112213

N!
#Moglichkeiten: ?
n3.( N, N
(N'n3)l
Ersetze * durch 1 oder 2 ergibt ] Mdglichkeiten
1" 2
N! (N'n3)! N!

I(N-n_ ! n !'n! n'!'nitn/!
N5l (N-ny 1) 12 123



Sequenzmotive

ACGTTCACGTGGTAACTATGCGTATATCA

e

Start Codon

Problem: ATG tritt nicht nur in der Rolle des Start Codons auf !
Kdnnen wir richtige und falsche ATG unterscheiden ?

Schlussel: Sequenzumgebung, Verteilung der angrenzenden Basen

ACGTTCACGGCTAGCATATG|ICGTATATCA
CGTAATCCGTGGTAACTATGCGTATAAAC

AACGTATTCAGAAACCGATGICCCCTATCA
ACGTTCACGTGGTAACTATGICGCGTAACA

Stichprobe vom Umfang N

ACGTACCGGTACAAACTATGAAAATATCA

Positionen -1,-2.-3,.... Positionen 1,2.3,.....

In jeder Spalte konnen wir die Verteilung der Basen auf Abweichungen
von der ""normalen Basenverteilung" in einer Sequenz untersuchen.



Bewertung von Vorhersageverfahren
(Entscheidungsregeln)

P3(T)+P3(A)+P3(C)+P3(G)=1

N

e

A N
C N | ¥
G N 4
T N
9 8 7 6 5 -4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 7 10
AlclTleleT]AalAalT]|G]clAalc]T]A]A C

Ps(G) P-1(T)

P3(A4(A)

Beobachtungen: Sequenzstellen

2 Attribute: echtes Stopkodon (H) Hypothese
falsches Stopkodon (A) Alternative

Entscheidungsregel:  f(S), S = Sequenzstelle

wir entscheiden: H wenn f(S) > C
Awennf(S)<C

Stichprobenzusammensetzung:

AP (actual positive)
AN (actual negative)
PP

PN

Anzahl der H-Stellen
Anzahl der A-Stellen
Anzahl der Stellen mit f(S) > C (H)

Anzahl der Stellen mit f(S) < C (A)




Hyp. | Alt.
Pos | TP | FP PP
Neg FN TN PN
AP AN Stichproben-

umfang
TP  (true positve) Anzahl der Félle, in denen echt positive Stellen
als solche erkannt werden
FP  (false positive) Anzahl der Félle, in denen echt negative Stellen
als positive erkannt werden
FN (false negative) Anzahl der Félle, in denen echt positive Stellen
als negative erkannt werden
TN  (true negative) Anzahl der Félle, in denen echt negative Stellen

als solche erkannt werden

Sensibilitat: Sn=TP/AP

Anteil der richtig erkannten positiven Stellen

Spezifidt: Sp =TP/PP
Anteil der richtig erkannten positiven Stellen
an den als positiv klassifizierten Stellen

Korrelationskoeffizient:

__(TP)AN)~(FP)(FN)
~ J(PP)(PN)(AP)(AN)

C

Snyder and Stormo (1993) Nucleic Acids Res. 21, 607-613

Genau dann wenn alle VVorhersagen richtig sind

Genau dann wenn alle VVorhersagen falsch sind
Wenn die Vorhersagen keinen Zusammenhang mit der
Wahrheit erkennen lassen (unkorrelierte Zufallsgrofien)

= -

OO0
[T
o

Modell: X

1 unter H | _ ] 1 Vorhersage ist H ]
0 unter A 0 Vorhersage ist A



Stichprobe:

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
100 0 1 1 0 01 1 00O
1111 000111100

Ereignis 1
Beobachtung: X 1
Beobachtung: Y 1

o - N

Unabhangig verteilte Paare (x;,Y;) von korrelierten
ZufallsgroRen

Y
Haufigkeitstabelle: 0 1
0 TN FP

X
1 FN TP

Gewohnlicher Stichprobenkorrelationskoeffizient:
(Pearson Product Moment Correlation Coefficient, 1900)

p= Y, Xi=X)(Yi-Y)
I (Xi=X%)2 |3 (Yi-Y)2

Unser Spezialfall:
S (Xi-X)2=EX2-NX_ = AP—AP2/N

= AP(1-AP/N) = N-LAP(N — AP)
= N-AP x AN

N-PP % PN

T (Yi-Y)?

S (i = X)(Yi—¥)2 = NY(N % TP — AP % PP)



Einfiihrung in Matlab 1 Eike Meerbach

Matrizenoperationen

A,Be M(nxn);CeMmnxr); u,ve M(nx1); a€R.

i) Addition von Matrizen gleicher Grosse:

A—I—B:DEM(an) mitdij:aij—l—bij.

ail ... Qip b11 . bln a1 + bll
az1 3 | b 3 _ | a2 +ba
am]_ P amn bm]_ ... bmn am]_ —I_ bm]_

ii) Multiplikation zweier Matrizen:

A-C=Ec M(mxr)und e;; = ,_; GirCkj.

aip + bln

Amn —|— bmn

n

n
(CLH AT ) (bll ... by, > Zk:l aikCrl - - -
am]_ .« .. amn bm]_ .« .. bmn ZZ:]_ amkckl .« .. ZZ:]. akakn

Merke (m X n)-(n xr)=(mxr)
Im allgemeinen gilt: F- G # G -F!! (F,G € M(n X n))

iii) Multiplikation von Matrix und Skalar:
OJ-A:A-OJZH, mit hij:oz-aij

ai; a2 ... Qin a-ayj;] o-ap ... O-daip

az; a2 : | aran a-ax

Al -+ v Gmp Q- Ayl e ee. O O



Eike Meerbach

Einfiihrung in Matlab 2
Bemerkungen:
1 ... 0
a)MitIn—<§ S)EM(an)gﬂt:
0 ... 1

VFe M(nxn):F-I,
b) F € M(n x n) invertierbar

I,-F=F.

= IdF e Mnxn): F1F=FF =1,

¢) Das Transponierte einer Matrix A, wird mit AT oder A’ be-

am1

zeichnet:
T _ A A =
A" =A € M(n xm), mit a¢;; = aj.
T
ai aiz ... QG ar
az a2 5 _ | a2 ax
amt --- .. Qmn ainp - --

e (A+B)=AT+ BT

(@A)T = aAT
o (ATYT =

o (AC)T =CTAT

o A symetrisch ;& AT = A.
Man beachte:

e Fu=secM(nx1), s =>,_fivk
o wlA =t € M(l X n), t;, = ZZ:I fkﬂ}k

o v'v=p€cR
ouvT:GEM(an)



Einfiihrung in Matlab 3 Eike Meerbach

Starten und Beenden von Matlab

Das Starten erfolgt in drei Schritten:

1. Einloggen an einen Unix-Rechner, z.B.:
math3.math.fu-berlin.de
euklid.math.fu-berlin.de.

2. Aufrufen einer Console.

3. Matlab durch Eingabe von matlab starten.

Sehr wichtig ist das richtige Beenden von Matlab.

e Niemals Matlab durch das Schlieen des Consolefensters been-

den!
e Immer mit quit oder [CONTROL|+|Z] das Programm offiziell be-
enden.

e Laufende Prozesse (Endlosschleifen!) kénnen durch[ CONTROL |+ C]

abgebrochen werden.



Einfiihrung in Matlab 4 Eike Meerbach

NS ok W

Vorteile von Matlab

. Keine Initialisierung, Kategorisierung oder Deklarierung von Va-

riablen.

. Variablennamen konnen nahezu beliebig gewahlt werden.

Achtung: Zwischen GROSS- und kleinSCHREIBUNG wird Un-
terschieden.

Kompilierungsprobleme entfallen.

Der Programmcode aller eingebauten Funktionen ist anzeigbar.
Viele Moglichkeiten graphischer Darstellungen.

Viele Matrizentunktionen sind vorhanden.

MATLAB IST EINFACH!



Einfiihrung in Matlab 5 Eike Meerbach

Nach dem Start

Am Matlabprompt konnen wir nun:

e Variablen benennen/ Matrizen, Strings oder Vektoren eingeben
etc.

Funktionen aufrufen.

Eigene Programme aufrufen.

Den Matlabeditor aufrufen (edit).
Die Matlabhilfe aufrufen (helpdesk).

Eingabe von Matrizen, Vektoren, Skalaren und
Strings

Wie geben wir folgende Objekte in Matlab ein?

,“ACGT”?

Ot
O O
O 0|
=== O
O | Lo =
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<MATLAB?>
Copyright 1984-2000 The MathWorks, Inc.
Version 6.0.0.88 Release 12
Sep 21 2000

To get started, select "MATLAB Help" from the Help menu.

>> a=b

>> A=[0.5 0.5 0; 0 0.5 0.5; 0 0 1]

A=
0.5000 0.5000 0
0 0.5000 0.5000
0 0 1.0000

>> v=[1/3; 1/3; 1/3]

0.3333
0.3333
0.3333

>> v=[1/3 1/3 1/3]°

0.3333
0.3333
0.3333



Einfiihrung in Matlab 7 Eike Meerbach

>> s=’ACGT’

ACGT
>>

" ist also der Operator fiir das Transponieren.

Phantasievolle Variablennamen helfen die Ubersicht zu behalten! Z.B.:

> Faktor=5

Faktor =

>> Startverteilung=[1/3 1/3 1/3]°;

>> Uebergangsmatrix=[0.5 0.5 0;0 0.5 0.5;0 0 11;
>> nucleotids=’ACGT’

nucleotids =

ACGT

>>
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Elementare Rechenoperationen
Die elementaren Rechenoperationen sind nahezu intuitiv handhabbar:

>> B=[100;0 0 1;0 1 0];

>> A*B
ans =
0.5000 0 0.5000
0 0.5000 0.5000
0 1.0000 0
>> (C=A+B
C:
1.5000 0.5000 0
0 0.5000 1.5000
0 1.0000 1.0000
>> u=Ax*v
u:
0.3333
0.3333
0.3333
>>

Die Hauptschwierigkeit besteht darin, auf die richtigen Dimensionen
der beteiligten Objekte zu achten!
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Zugriff auf einzelne Elemente von Matrizen

Mit A(Zeile,Spalte) kann auf einzelne Elemente einer Matrix, bzw. ei-
nes Vektors zugegriffen werden:

>> A(2,3)
ans =

0.5000
>>

- ist ein Laufindex, mit ihm werden ganze Zeilen oder Spalten ange-
sprochen:

>> A(2,:)
ans =
0 0.5000 0.5000

>>
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Es kénnen auch Anfangs- und Endwerte fiir den Laufindex angegeben
werden:

>> A(2,1:2)
ans =
0 0.5000
>> A(1:2,1:2)
ans =

0.5000 0.5000
0 0.5000

>>

Strings werden dabei wie Vektoren behandelt:

>> nucleotids (2)

ans =

>>
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Elementares Programmieren

e Erstellen von Matlabprogrammen mit jedem Texteditor!

e Abspeichern im Arbeitsverzeichnis unter “name.m”.

if-Abfragen

Wenn meine Bedingung gilt, tue die weiteren Anweisungen.
Die wichtigsten Operatoren, fiir die Bedingungen sind:
::'~:,<,>,<:'>:_
Beispiel:
if b7=0
c=a/b
else

c=0
end

for-Schleifen

Wiederhole folgende Anweisungen so und so oft.
Beispiel:

for i=1:10
s=s+i
end
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while-Schleifen

Tue meine Anweisung, solange diese Bedingung erfiillt ist.
while-Schleifen werden solange durchlaufen, bis eine Bedingung erfiillt
ist.

(Hervorragend zur Erzeugung von Endlosschleifen geeignet!!)
Beispiel:

e = 1;

while (1+e) > 1
e = e/5;

end

e = ex2
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Spezielle Matrizen

Niitzliche Funktionen zur Erzeugung von Matrizen:

rand, eye und zeros:

eye(n,m) erzeugt eine n X m Matrix, die auf der Diagonalen Einsen
als Eintrag hat, ansonsten nur Nullen.

rand(n,m) fiillt eine n xm Matrix mit zufélligen Eintragen zwischen
0 und 1. Beachte x=rand erzeugt eine einzelne Zufallszahl!

zeros(n,m) erzeugt eine Matrix, die nur Nullen enthéllt.

Beispiele:
>> eye(3)
ans =
1 0 0
0 1
0 0 1
>> eye(2,5)
ans =
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

>> eye(size(A))

ans =

o
—_
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>> rand(4,2)

ans =
0.3941 0.1122
0.5030 0.4433
0.7220 0.4668
0.3062 0.0147

>> zeros(3)

ans =
0 0 0
0 0 0
0 0 0

>>
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Programmbeispiel

Die zufillige Erzeugung einer Hundertersequenz aus Nucleotiden:

laenge=100;

nukleotide=’ACGT’;

Sequenz="";

for i1=1:laenge

r=rand;

Sequenz(i)=nukleotide(ceil(4%r));
i=i+1;

end

Sequenz
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Ubungen I

Gegeben seien die folgenden Objekte:

© ® N o

0.2 0.3 0.5 50 0
A=[0505 0 |,B=(002],0=
0 09 0.1 010

N~ O

2
,u:(2>a:7
2

. Berechne per Hand und kontrolliere iiber Matlab folgende Ausdriicke:

Bu, AB, BA, «'B, u'v, wv!, aBaA

)

Setze in B b;; auf 1 und byy auf 2!
Bringe Matlab dazu, die 2. Zeile von B mit der 3. Spalte von A zu multi-
plizieren (ohne diese als neue Vektoren einzugeben!).

a3
(b21b22b23) : 23
33

Ist A eine primitive Matrix (:< 3dn € N : A" > 0, d.h. jeder Eintrag von
A™ ist grosser 0)7

Wenn ja, kannst Du ungefihr die stationdre Verteilung angeben (Erinne-
rung: was war mit A>°?)?

Setze a4y auf 1, was ist zu beobachten?

Was bewirkt sum(A)?

Wie kann ich die Zeilensummen von A berechnen lassen?

Schaue in der Hilfe von Matlab nach, was trace(A) bewirkt!

Gebe spy(A), surf(A) und surf(rand(30)) und surf(eye(30)) ein!

Starte den Editor mit edit.

Schreibe ein kurzes Programm, welches erst die Matrizen A und B definiert,
und dann A + B rechnet!

Speichere es ab (es wird unter Name.m abgespeichert) und fiithre es am
Matlabprompt aus (name)!

So einfach ist Programmieren unter Matlab!!
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Das Zusammensetzen von Matrizen

In Matlab ist es ganz einfach Matrizen zu kombinieren, so seien z.B.
folgende Matrizen gegeben:

5 7 8 -1 -1 —1
A=[343 ). M= -1 -1 -1

210 -1 -1 -1

10 1
Z = 8 é (=eye(3,2)) ; E= i (=ones(3,1))

Diese Matrizen lassen sich unter Matlab z.B. so zusammensetzen:
>> A=[5 7 8;3 4 3;2 1 0];

M=[-1 -1 -1;-1 -1 -1;-1 -1 -1];

Z=eye(3,2);

E=ones(3,1);

C=[A,M;Z,E,rand(3);[6 5 4 3 2 1]]

C =

5.0000 7.0000 8.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000

3.0000 4.0000 3.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
2.0000 1.0000 0 -1.0000 -1.0000 -1.0000
1.0000 0 1.0000 0.4860 0.4565 0.4447
0 1.0000 1.0000 0.8913 0.0185 0.6154
0 0 1.0000 0.7621 0.8214 0.7919
6.0000 5.0000 4.0000 3.0000 2.0000 1.0000
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Es lassen sich auch gezielte Bereiche einer Matrix tiberschreiben:

>> C(2:4,4:6)=A

C =

5.0000 7.0000 8.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
3.0000 4.0000 3.0000 5.0000 7.0000 8.0000
2.0000 1.0000 0 3.0000 4.0000 3.0000
1.0000 0 1.0000 2.0000 1.0000 0

0 1.0000 1.0000 0.8913 0.0185 0.6154

0 0 1.0000 0.7621 0.8214 0.7919
6.0000 5.0000 4.0000 3.0000 2.0000 1.0000
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Beispiel:
Programm zur Erzeugung einer Ubergangsmatrix mit zwei Clustern.

% Erzeugen meiner Matrizen, die zusammengefuegt werden
Z=zeros(3);
Ri=rand(3);
R2=rand(3);

% Die Zeilensummen werden auf 1 normiert
sl=sum(R1’);
s2=sum(R2’) ;
Si=diag(1l./s1);
S2=diag(1l./s2);
normR1=S1*R1;
normR2=S2*R2;

/» Die Matrixzusammengesetzt und eine Bruecke zwischen
% den Bloecken gesetzt(durch austauschen von Elementen)
Uebergangsmatrix=[normR1, Z; Z, normR2];
a=Uebergangsmatrix(3,3); b=Uebergangsmatrix(4,4);
Uebergangsmatrix(3,3)=0; Uebergangsmatrix(4,4)=0;
Uebergangsmatrix(3,4)=a; Uebergangsmatrix(4,3)=b
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Diese Programm liefert z.B. folgendes Ergebnis:

Uebergangsmatrix =
0.5020 0.2568
0.2026 0.7812
0.2771 0.3479

0 0
0 0
0 0

0.2412
0.0162

0.2509

>> sum(Uebergangsmatrix’)

ans =

>>

0.3750

0.2689
0.4201

0.5201
0.3225
0.0935

0.2289
0.4087
0.4864
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Dateien unter Matlab

Wir unterscheiden 3 Datei-Typen:
e Daten-Dateien
e Script-Dateien
e Funktions-Dateien

i) Daten-Dateien

Abspeichern von Sessions:

save Name
Z.B.:

save Probesitzung

Die Session wird unter Probesitzung.mat gespeichert.
Geladen wird sie wieder mit

load Probesitzung
Abspeichern von Variablen:

save Name Variablel Variable2....
load Name

Zum Beispiel: save interessanteMatrizen A B a

Einlesen von Matrizen
D=load('matrix.dat’)

matriz.dat ist eine Datei der Form:

123
456
789
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ii) Script-Dateien

Speichern eine Liste von Anweisungen unter name.m ab.
Ein Aufruf mit name fiihrt zur Ausfiihrung.

iii) Funktions-Dateien
Kennzeichnend ist die erste Zeile:

function Ausgabevariable/vektor =NAME( Eingabeparameter)
‘C
Beispiele:
function p=Wkeit(Sequenz)
function [a,b]=auswertung(c,d,e)

Aufruf der Funktion:
auswertung(5,7,8)
f=auswertung(5,7,8)
[f,g]=auswertung(5,7,8)
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Beispiele fiir Funktions-Dateien:

1.) Nullstellen eines quadratischen Polynoms

function [n1,n2] = rnPol2(a,b,c)

% Ausgabe von der Nullstellen eines quadratischen Polynoms
% der Form ax~2+bx+c.

if a==0
error (’Es handelt sich um kein quadratisches Polynom!’)
end

nl=-b/(2*xa)+((b/(2*a))~(2)-c/a)~(0.5)
n2=-b/(2*a) - ((b/(2*a))~(2)-c/a)~(0.5)

2.) Rekursive Funktionen - die Fibonacci-Zahlen:

function fn = fibonacci(n)

/» Bel Eingabe einer natuerlichen Zahl n, wird die entsprechende
% Fibonacci-Zahl ausgegeben.

if n==0
fn=1;

elseif n==
fn=1;

else
fn=fibonacci(n-1)+fibonacci(n-2);
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3. Wahrscheinlichkeit einer (kurzen) Sequenz.

function p=Sequenz(s)

% fuer eine ACGT-Sequenz wird die Wahrscheinlichkeit ausgerechnet.
% Dabei werden die AnfangsWkeiten und UebergangsWkeiten

/» extern herbeigeholt.

% Zugrunde liegt ein Markov-Prozess 1.0rdnung

%» Laden der Dateien in denen die gueltigen Buchstaben, Uebergangswahr-
/» scheinlichkeiten und Anfangsverteilung abgelegt sind.
Buchstaben=1load (’Buchstaben.dat’)
Uebergangsmatrix=load(’ACGTMatrix.dat’);
Anfangswahrscheinlichkeiten=1load(’ACGTVektor.dat’);

%y Laenge der Sequenz

l=size(s);

% Mit diesen Vektor greifen wir auf die Uebergangsmatrix zu
z=zeros (size(Buchstaben)) ;

%y Laenge der for-Schleifen

c=size(z);

x=0

% p wird entsprechend des ersten Buchstaben mit der
%hAnfangswahrscheinlichkeit belegt.
1if 1==0
error(’In s ist keine Sequenz abgelegt!.’)
end

a=s(1);
for 1i=1:c
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if Buchstaben(i)==a
p=Anfangswahrscheinlichkeiten(i);
X=1;
end
end
1f x==0
error (’Unbekannter Buchstabe in der Sequenz’)
end

%» Nun wird die Anfangswahrscheinlichkeit entsprechend den
% nachfolgenden Buchstaben multipliziert

for j=2:1
v=z;u=z;u(x)=1; % Damit greifen wir auf die UeMatrix zu.
a=s(j);
x=0;
for 1=1:c
if Buchstaben(i)==a
v(i)=1;
X=1;
end
end
if x==0
error (’Unbekannter Buchstabe in der Sequenz!’)
end

/» Hier wird auf das Element ij der UeMatrix zugegriffen
p=ptu’*Uebergangsmatrix*v;
end
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Ubungen 11

Gegeben seien:

03 0 07 0
0 03 0 07

A=l o9 0 1 0o |:B=
0 0 05 05

1. Welche dieser Matrizen ist Primitiv?

9
4
2
Y

oo o

01 0 O 02 0
0 0 06 }. C— 0 0
02 02 04 |~~~ 0 0.
0 0 05 05 0

e Bestimme naherungsweise die stationdren Verteilungen der
primitiven Matrizen!

e Gib eine Interpretation fiir die stationdre Verteilung einer
Ubergangsmatrix.

e (Zusatz: Bisher hatten wir Primitivitdt nur als formale De-
finition, fallt Dir eine Interpretation ein, d.h. was kann man
iiber einen Markovprozess sagen dessen Ubergangsmatrix
primitiv ist?)

2. Berechne fiir eine der oben herausgefundenen stationdren Vertei-
lungen (7): 1B, Br, 7T C, Cr, 7' Cr, 7! Br.

3. Schreibe ein kurzes Programm, welches:

e auf zwei Matrizen A und B zugreift (Annahme: diese sind
definiert und nicht leer!).

e diese bei gleicher Grosse addiert.

e sonst eine mit Nullen ergédnzt, so dass sie dasselbe Format
haben, dann addiert.

o O
C %

oo O
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- Satz yon nglor
ey Rege ;- meglomy 26 Fanlohons

f(x) habe stétige Ableitungen der Ordnungen 1,...,n+1 im
Intervall [a, b]. Dann existiert ein ¢ € (a, b) mit

z) n+1)
foy=fa)+ EE00 -0+ LDy
):}wa‘i . - j @“‘(YP“’@“"W“’)

f9(a) ist die i-te Ableitung von f{x) an der Stelle a. Die Stelle
¢ hingt von a und b ab.

Beweis: Pn(x) = fla) + Zf@( )(f a)’

i=1

heiflt Taylor-Polynom der Funktion }‘(x) der Ordnung » und
an der Stelle a. Es gilt .

Pu(@)=fla), PQ(@)=fO(a), i=1,...n
Das Gleiche gilt fiir die Funktion
On(x) = Pu(x) + K(x — a)**!
Die Konstante X kann nun so bestimmt werden, dal3
zusitzlich Q.(b) =f(b) gilt. Das Problem ist die Berechnung
von K, ohne f{b) zu kennen.
Hier hilft der Satz von Rolle!
F(x) = fix) — Qn(x)

F(a)=0, F(b)=0, F(x) hat n+1 stetige Ableitungen.



1 F) Tangente: F'(x)=0

-

]

a | c b

Fla)=0, F(b)=0 = F(c)=0, c1 ¢ (ab)
Fl(a)=0, Fl(c1)=0 = F’(c))=0, c2€(a,c)
F'(@)=0, F"(c2)=0 = F"(c3)=0, - c¢3€ (a,c2)

= o .

=

=

F™(@)=0 F®(c,) = 0 = F®D (1) =0, cm1 € (a,cn)

Aus der Gleichung F(”“)(c) 0 wird die Konstante K
bestimmit!

'F<"+1>’(x) = f D (x) — K(n + 1)!

_f™)

f‘”””(C)*-K((Hl)!zo - K= e
Qu(x) P:;(X) +f(H+])( )(x—a)"“

(n+1)!

Fiirx=5 gﬂt Q. (b) = f(b) und damit die Behauptung.

v



(x _ a)(n+l)

Restglied: . R=7D(c) , C€ (a,x)

(n+1)!
/s@btgéngﬁirfatesxunda
ist beschréink
_ < f( 0(61) Pt .
flx) =fla)y+2, 5 (x—a)* heifit Taylor-Entwicklung
i=1 . :
Beispiel 1:

fix)=e* = fr)(x)=¢* = R—0 Vx
Taylor-Entwicklung an der Stelle x = 0. (Maclaurin Reihe)

ex=l+ir-=i£

=i &0
Beispiel 2: B
flxy = sin(x) f(x) = cos)
ff(x) = —sin(x) =~ @) = ~—cos(x)

fOx) = sin(x) ) = cos(x)

fP) = CD)fsinG) () = (1) cos)

@ = 0 D@ = (1)
. B 5_3- ﬁ _oo (_1)&x2k+l
sin(x) =x— 30 + 5 + e —E,O 2kt D)

_oxxt DX
cos(x) =1 TR —EO G0



Eulers Formel

Komplexe Zahlen: ~ z=a+ib, i*=-1

%eal’(\l .'"I'].

Zit+zz2=ar+azti(by+b3) :
7122 = (a1 +ib1)(612 +sz) =aiads —b1b2+i(a1b2 +b1a2)

= _k
Definition:  e* =2, %=
s
RN (= W T L Pl
e —g{) y --1+1!+ TR TR TR
e i
_1+.1!_2!_ 30 +4!+....
_(_x x* (x_x,
—(1—2!-{-4!— ...... )+Z(1!_?3_!+""
Eulers Formel e = ¢cos(x) + I sin(x)

e™ = cos(m) +isin(n) =1

Stirlings Formel = n!=n"e™J2nn

. x—a)"
lim ( )
n—es  pl

=0Vx,a



k-dimensionale Taylorsche Formel

M sei offenen Menge des R*, f(x1,...xx) n+1 mal stetig
differenzierbar auf M und a und b zwei Punkte in M, deren
Verbindungsstrecke ganz in M liegt. Dann existiert ein Punkt
¢ auf dieser Verbindungsstrecke mit

fib) =fla) +ﬁ z D;,fa)(b:, -_ail)
+% Z Di i, a)(bi, _ail.)(b.":Z —ai,)

iz

+= % Di_ifla)(bi, —ai)...(bi, —as,)

B T

(I'H}I)' . Z D‘llﬂ+kﬂc)(bll _ail)'"(bfn —a;11+1)

ikl

4_

Wichtigste Anwendung: Niherungsformel fiir Varianzen |

Taylor Reihe 1. Ordnung:
fr) = faHE Difla)xs, — ar)
fix) - Efix) = fla) - Efx)+Z Difla)(xi, —ai,)

Gilt fiir @ = Ex ungefihr f{a) = Ef(x) so gilt

E()‘(X) - Eﬂx))z 2-2 Dilﬂa)Di::f(a) E(xil —aj )(xfz - afz)

112

=Y D; fla)Dyf(a) cov(x;,,xi,)

i



Aufgabenblatt 5

Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

Aufgabe 3:

Aufgabe 4.

Aufgabe 5:

Berechne den Wert fiir e durch Reihenent-
wicklung der Funktion ¢* mit einer Genauig-
keit von +10™* ¢, Gieoy)

Entwickle die Funktion In(x) an der Stelle
x =1 in eine Taylor-Reihe.

1 und—-—l—-

Finde die Maclaurin-Reihe fiir
1 —x 1+x

Verwende die Definition e* = cos(x) + i sin(x)
und beweise eFe? =i gH = Lu
' - - .. p
unter Verwendung der Additionstheoreme..
(P s v i)

Beweise

In(X p;) =1n (}: exp(C+ ln(pg)) ~-C



Maclaurin Reihe von E(e)
Ableitungen:

fO=EE®  A0=1
£ =iEXe™) f(0)=iEX)

@) =FEXR™)  fO(0) = FE(XY)
Maclaurin Reihe mit Restglied:

n sk kN ek n+1 ntl icXy i+l
\f(t)=l+ZZE(X)t . E(X™ e**)t

,c € (0,1

Restgliedabschitzung: . | E(X™!e™X)| < E|x™]
Speziélfall n=2;
A6 =1 +iEX)t~ -;—E(Xﬂ)tz _ %iE(X%"CX)F

iEQ(XPe™X)| < E|X3|

Fiir E(X) =0 und var(X) =1 folgt

RS TLRD BT R N DI T i2 B
finy=1 21‘ 6zE(X e =1 2(1 e(1))
lime(r)=0

t—>Q

b L]



- Zentraler Grenzwertsatz
- (Normalverteilung)

m 5w
Es seien X; ~ (0 1),i=1,...,n unabhingig und identisch

verteilte ZG mit E(X;) = 0 var(X ;y=1, Dann gilt

Beweis:
Die charakteﬂstisihe Funktion von —.,/%X ; sei ;‘(—-—J%—).
: t 1 %
Dann ist | i—) | die c.F. von = 2, X;
[ﬁ‘\/—ﬁ ] ﬁ =1
Mit -

[ft-—"-— ) - [1 -—ﬁ(l —e(i))]n ~et
w) =t .

erhalten wir d1e c.F. der ZG 21_1:){’10 o § X;.

Gegenrechnung: =i = > =—-0°

8(2) = 0(6) = E(e™*)




Beispiel: Binomial —Normal
Yi: E(Y:)=p, var(Yi)=pq, g=1 -p,i=1,..,n
Sp=Y;+..+Y, hatBinomialverteilung

Yi —-p | :
Betrachte Xi=—=—: E(X))=0, var(X,-) =1
A P

. , |

: Sn—np 1 a2

= limPla< —=<b|= e 2dx
e ( - Jnpq ] JZRE[

Anwendung:

| | y
Pnp+anpg < Sx Snp+b,/npq)=J;_n je‘?dx :

Setze k—1=np+;c1,/npq, k=np+b/npg

2

A
e 2dx

5 Sy, O

= P(Sn=k)=J;_
vl

Nzherungsformel fiir

P( S.'z = k) = (z kaqn—k
Stirlings Formel ergiebt
: H-I-l
P( S, = kym— T pkg"*

m kk+% ( n— k) n—k+%



Normalverteilung

‘ - Herschels Hypothese
? s (a) Randverteilungen P(x} und Q(y) haben
@ “stetige Dichten p(x) und ¢(y)
X \P/ () Die gemeinsame Dichtefunktion f(x, y)
k " bingtnurvon r= Jx*+y* ab.
' (c) Xund Y sind unabhéngig verteilt.

Y
= flx,y) ﬂX)ﬂy) = 2 g 0+y*)20?
Y 2nG
Beweis: fix,y) = p(x)g(y) = s(r), r* =x* _|.y2
_ ‘ _s0) Px)s(y)
r=0y20= Q(”."p(O) = feN="p0 =50
o p(x)s(0) s(x)p(0)
y=0,x20 = OB = 5(x) = p(x) = (0)
_s(p(Q) s¢) _ sx)s@) _
=70 0" o
N

Mit g(x) = 5(x)/5(0) und f(x) = In(g(x}olgt:

g(x)gB) =g(r), r* =x*+y?
flx) +f3) =fr), r* =x*+y*

Wiederholtes Anwenden dieser Gleichung liefert
- | 2 2
X)) =fx) + .. +flxp), rE=x7+..+x;

k=nx;=x Yk = finx)=n2fx)
x=1 = fin)=n*[1)



Wenn m eine ganze Zahl ist"folgt mit X = %

2
W) =fim) = mA1) = f2)=f)(2)

Also gilt f{x) = cx? mit ¢ = f{1) fiir alle rationalen Zahlen. Aus der
Stetigkeit von f{X) folgt diese Eigenschaft fiir alle X.

f(x) =lng(x) = In—== Sg; In i EO; =cx? = p(x) = p(0)e™

Fiir eine Dichtefunktion muf} ¢ negatw sein, wir setzen ¢ = _ﬁ Dann
$)
liefert Integration

p(0)] ¢ 22 dx = p(0)o | e E iy = p(0)o/2n =1

2
e 202

= p(0)=

.
GJ— = 70 o

Weiter folgt p(x) = g(X) und wegen der Unabhangigkeit von X und ¥

_.1:2 +}'2
262
5 e

fxy)=pp() =

‘Verteilung heiBt 2-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert O und

Kovarianzematrix G 2/

M



Determinante

Fiir eine nxn Matrix A 1st die Determinate definiert durch

|A| —Z (_1)¢(7| LY H ai,

e, vorly e, Eleh. Cm hchullng. %)
® ist die Menge aller Permutatlonen j1,...jn der Indices |
1,...,n und 0(ji,...,jn) 1st die Anzahl der Vertauschungen, die
zur betrachteten Permutation fiihren.

.. ap a
Beispiel: P2 = gian —anan
azi ax
Spaltenpermutation: 12 = anan
21 = apan,d2,1)=1
ai an ags
Beispiel: azy az a3

as) aszz 4ass

=a11422033 T+ 421432013 + A31412023
—31Q22013 — 421012033 — A11432023

Permutation ¢ Produkt
.123 _ 0 a|a»nass
132 1 a|jazzdin
213 1 a12021a33
231 2 a(2a2303]
312 2 ai3az az
321 1 a 13422031

Alisvwar
Allsyy &'



b)

Eigenschaften von Determinanten

Die Déterminante ist ein Polynom n-ter Ordnung in den
Elementen der Matrix nxn Matrix A.

Die Determinate ist Null wenn alle Elemente einer Zeile
Null sind. :

air . . . din 0 - ‘
ay . . . dip
— {
anl - . - ann O
’ an]_ . . - ann
ap . . . Qon l

Multipliziert man alle Element einer Zeile mit ¢ so wird
die Determinante das c-Fache.

Fiir eine Matrix A mit zwei gleiche Zeilen fblgt' IA| =0.

ay+bu . . . ap+bi, an - . . Qu by . . . bu

as . a2 an . Az | | @n . Qan
= +

{nt P un . am . .+ . Qup On - - - 8

Fiir eine Dreiecksmatrix gilt -

=anax....dm

497 - R 1 1Y

Al = (At | |cAl = c"’({f/

Ay



Integraltransformation

Es sei X ein Vektor und_ €2 ein Bereich, auf dem die Fuktion
fIX) definiert ist, und ¥ = T(X) eine eineindeutige
Transformation. Dann gilt

 Jooax= [ sr |G ar

()

_ [9x:()
dy;

|% heifit Funktionaldeterminante.
w : { |
| ~ 0‘!&06& %
Fiir Y =AX + C folgt
j fX)dX = j - AT y-opjatlay /
Q ,

{Y=AX+C: Xe Q}

* Mit der Dichte der p-dimensionalen Normalverteilung
N,(0, Dalso AX) = (2m) 72 W2 folgt

‘JﬂX)dX @2m) " A™! [ etwowysiw-ongy
 {Y=AX+C: XeQ}

Die Funktion AY) = (2m) 7?2 |4~ |e-F-O/@YATX-O2 heigr
Dichte der Normalverteilung N,(C, AA’ ) mit E1wartunoswe1t
C und Kovarianzmatrix AA’.

o
g .
B -
k“



Zufallsvektoren

Erwartungswert:
()’1 ) (Eyl a
Y2 Ey; |
Y={ - EY={ Ed'Y=ad'EY=a'm, Ya
\Vn \ E¥n
Kovarianzmatrix:

B~ EY)(Y-EY) = EOv-End0s-Ey) )= (0)
R R, S
V(a’'Y) = E(@' Y- a’EY)* = E(a’(Y - EY))? jon; @ Cotnes
- =E@(Y-EV)(Y-EYYa)
=ad'E(Y-EY)(Y-EYYa

) D= ( oF ) 20 Kovarianzmatrix
i) 075500y Cauchi-Schwarz Ungleichung
iiiy -1<p;<1, py=0y4//0a0; Korrelationskoeffizient

iv) D> 0 <Es gibt keine lineare Beziehung zwischen den
Komponenten von Y, die mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt.

V) r(D) = r < n = Dann gibt es einen Zufallsvektor X, eine (n.r)
Matrix B und einen konstanten Vektor C mit ¥ = BX + C.
rB)=r, dimX=r, D(X)=1,

cov(@’Y,b’'Y) = E(a’Y -’ EY)('Y - b'EY)
= E(a’(Y - EY(Y - EY)'b)
=a’E(Y-EY(Y-EY)b
=a'Db

Auswa



NOrmalverteilung

Herschels Hypothese
/ ‘\0 "(a) Randverteilungen P(x) und P(y) haben
. E; stetige Dichten f{x) und Ay) -
X \ / b) Die gemeinsame I_)ichtefunktion fix,v)
° * héingt nur von r = Jx? +y? ab.
: c© X und ¥ sind unabhéngig verteilt.
Y — —(Jr2-+-;).z2)l'f:‘.c)'2
= fx,y) f(x)ﬂy) 2
c 27|:
Definition: Ein Zufallsvektor X = (X1,X2, ..., X p)’mit der gemeinsamen
Dichtefunktion
1 —+x/(02L,)1X
X)) = ——— 72 4
ﬂ (0’221I:)p 2

heiBt nonnalverteiit, genauer MO, o2 )
y=Ax+m = Ey=m, Cow(y)=A(Cov(x))A’

Resultat: Der Zufallsvektory (yl,yz, ,ys)’hat dle gemeinsame |
Dichtefunktion
| =12

fiy) =241

22)

—-(X—m)’ (62AATY 1 (X—m)

-

Problem: (c2AA")"! existiert nur wenn r(4) = s

Moderne und ei hste jition: ,

x ~ Ny(m,D) & Va:a'x~N,(a’m,a’Da)

ALl

A



Weitere Eigenschaften der Normalverteilung

X=m+BY,
(@)  X~N(@m,D),rD)=r < BB =D,r(B)=r,
Y~ N, (0,1
(b) - X~Nm,D)=PXe {m+R(D)}=1
© X ~ N(m, D) = CX ~ N(Cm, CDC")
X; ~ Ny(m;, D;)-unabhiingig verteilt
(d) — Y=3 aX; ~ N,(Z aim;, 2 a*D;)
Fiir Teilvektoren .
Xl . mi D11 D12 .
X= ~N , ilt:
)M ) (Bubi )t
(e) - X;und X,sind unabhéngig < D2 =0

f) bedingte Verteilung:

- (X2 1X1)~ N(d,D2—D3 D7 D12)
mjtd=m2+D2|D'{,(X1 —m1)

unabhéngig von der Wahl von D7;.

Aliswmat



Cauchy-Schwarz Ungleichung

X xiyi < JEx? 1/23752

Betrachte fiir X = (x1...x,) und Y=(1...yn)
(@X+Y/(aX+ ) =a*X’'X+2aX'Y+Y'Y20Va

Quadratische Ergénzung liefert

y XY) , (X’Y)
Xx(a+X,X +YY= S a 20 Va

X'n?
X’ X

& YY- >0

Vollig analog zeigt man

E(@X+Y)* =a’EX*+2aEXY+EY* 20 Va

2. .
EX? (a+EXY) +Ey - EXD S 0 va
E EX?

2

(EXY)’

X2 20

& EYr-




Normalverteilun g

Herschels Hypothese
_ /- \s - (a)  Randverteilungen P(x) und P(y) haben
@ > stetige Dichten f(x) und f(y)
X k/ (b)  Die gemeinsame Dichtefunktion f(x, y)
o " hiingt nur von r = ,/x2 +y? ab.
' (¢)  Xund Y sind unabhiingig verteilt.
Y

zﬁx! )/‘) =ﬂx)f(y) = 5 e-(x2+y?)/202
c°2n

Definition: Ein Zufallsvektor X = (X1, X2, +..» xp)’ mit der gemeinsamen
Dichtefunktion

fx __1_"2 e—%x’(czf,,)“lx
(o22my™

heiBt normalverteilt, genauer N(O, 0'2[ ) |
y=Ax+m = Ey=m, Cov(y) = A(Cov(x)A’

Resultat: Der Zufallsvektor ¥ = (Y1,¥2, .., ¥ p)’hat die gemeinsame
Dichtefunktion '
- M{_’i o~ 0-m)(0%AANY (y-m)
) =—;
(G 211:)

-

Problem: (02AA’) !existiert nur wenn r(A)=p

Moderne und einfachste Definition: «

x ~ Npy(m,D) & Va:a'x~N,(a’m,a’Da)



Orthogonale Transformationen
Eine Matrix C heiBt orthogonal wenn C'C =1
y=Clx+m= Ey m, Cov(y) = C" (Cov(x))C o2l
Es folgt

1™ Ly (620 O ly—m)
ﬂy)-__:We 5-m) (0°C"C)™ y-m)

£ ~30-mY (@2 1p)™ (-m)

(c22my™"?
— 1 e-—% ,'—m,')zfﬁ'z
(o22my”? )
1 — e-—%(y,——m,—)z/oz
“ (o22m)

Unabhiingige normalverteilte ZG gehén durch orthogonalé
Transformationen in solche iiber.

Linerare Funktionen unabh’cingige normalverteilter ZG sind
normalverteilt.

Die ch. Funkt. von x ~ N(m, 62) ist mit 7 =6 °

o) = ¢(i0) = E(B'e") 2
Gﬁ Ie—&re {::2} dx

o02+262mo _(m—c2e)?

= € 2g2 1 Je 202 dx

oJ2n
,

dor .
Die ch. Funkt. von x ~ N,(m, D) ist ¢(f) = e~ 7™



Grenzverteilung von Hiufigkeiten

Eii=1,..k disjunkte Ereignisse P(E;) =p;
ni | Hiufigkeit von E; in n Versuchen

. ) ny—npi R —npk
Wir definieren: vV = [ ey _ )
,/np JIDk

¢’=(J—1, )
b’ =(bi, ..., bi)

Satz:  Die lineare Funktion b’V besitzt eine asymptotische
Normalverteilung N(0, b’ (I~ 6d)b).
Es gilt (- ¢d" )0 =0.

Beweis: Sei X die ZG mit Werten b;/ /p; im Fall von
Ereignis E; mit WS p;.

E(X)=2J—’;L;p; T bulpi =b'6

- b,? - 2 2
VX) = X 5opi = (0'0)" =b'b—(b'0)" = b'(I-0¢")b
Der Mittelwertder X; j=1,...,n ist

v _1lsbin; bin;
n—ﬁz - —

Jpi Tnpi

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

S (X, =b'd)=b'V — N, b'(I-¢¢)b)
7 ¢
ik, [ w,
« Y
é:éi w; >
o £ b



Fi.ir eine vektorwertige lineare Funktion B’V gilt
B'V — N,(0,B'(I-0¢")B)

da AMB'V = N,(0,MB'(I-$¢)BA) VA

Satz von Wald & Wolfowitz (1944):

Es sei F die Folge der Verteﬂungsfunkuonen einer Folge von
k-dimensionalen ZG X, = (x\”, ..., x.”)’ und F,, die Folge der
Verteilungsfuktionen von X A:x. )

Dann konvergiert F,, genau dann gegen eine k-dimensionale
Veteilungsfunktion F wenn fiir alle A F. gegen eme
Verteilungsfunktion F; konvergiert.

Spezialfall:  Es sei A eine kx(k-1) Matrix, so dal (¢ : A)
eine orthogonale Matrix ist. (p oot '35&'"'6‘)

A'V=G = Ni(0, A(I=09")4) = N1 (0,])

© QU Mok
Die Grenzverteilung von G ist die eines Vektors von k-1
unabhingigen und standard - normalverteilten ZG.

Dann hat G/G per Definition eine Chi-quadrat -Verteilung mit |
k-1 Freiheitsgraden G'G ~ Xi_, .

Satzz  EBsgilt VVV=G'G und V'V ~ xi,



Betrachte die Gleichung

ni—np; ni—Anp;
ov=X Il =y Mg
npi n

Zusammen mit G =A’V folgt

oV=0 (¢’ )., (O |
A'V=G @(Af }V__[G)

Die Matrix (¢ : A) ist orthogonal, d.h

;
(¢ :A)[A, ] = 09/ +AA" =]
Dann folgt ‘ o
- 0
V: : =
¥ A)[ - ] AG
Schlieflich: VIV=GA’AG=G'G

Zusammenfassung: Chi-quadrat Test von Pearson (1900)

2 ')
s~ (ni—=npi)" _ < (beobachtet— erwartet) 5
),C =X npi 2 erwartet ™ Xkt

Hat viele Anwendungen in der Bioinformatik:

Kann eine Sequenz mit n4,n¢, ng, it Nukleotiden A,C,G,T
eine zufillige Sequenz mit gleichverteilten Nukleotiden sein?
Unterscheiden sich die Zusammensetzungen zweier
Sequenzen? '



Chi-quadrat Anpassungstest

Betrachte disjunkte Ereignisse E; i =1, ...,k mit
Wahrscheinlichkeiten p;(0), wobei 6/ = (81, ...,04) ein
unbekannter Parametervektor mit g < k- list. Es seinen n; die
Hiufigkeiten der Ereignisse E; in n Versuchen.

Die Flgnktionen pi(0) haben stetige partielle Ableitungen und
es ist 6 eine Losung der Maximum-Likelihood-Gleichungen

N e oy (s
36, > nilnp;(8) =0 Vj

Die Matrix der partiellen Ableitungen dpi/d0; an der Stelle
der richtigen Parameter habe vollen Rang. Dann gilt

(nf - np_i(é) ) 2
| npi(6)

2

2 _
— Xk—l—q

%2 =2

Hauptanwendung: Vergleich und Priifung von Modellen.

Beispiel: Vergleich zweier Sequenzzusammensetzungen

p1=ps =0
o =e’J 2
Hyvpothese: P2 =Ps - a1
¥p p3 = p7 =03 Xg-1-4

p+ =ps =08y



Aufgabenblatt 6

1. Essei A eine nxn Matrix und B eine
nxn Diagonalmatrix. Beweise |AB| = |A||B]|

2. Ergénze den Vektor (1,1,1)' zu einer 3x3 orthognalen

Matix.

3. Berechne die Determinante von

(ciiecr 0 0 )
ca1cn 0 0
0 0 bubn2

\ 0 0 by bz;)

Gilt |A] =|C||B|? .

Dichtefunktion von Y.

|

co
0B

Es sei X ~ N(0,6?) und Y = X?. Berechne die

Hinweis: P(Y < K)=2P(0< X < J/K)



Matrix Operationen
Addition von Matrizen gleichen Typs

A+B=B+4, A+0=4
A+(B+C)=A+B)+C=4A+B+C
(4+B)Y =4"+B

Multiplikation mit einem Faktor

(c+d)A=cA+dA
c(A+B)=cA+cB
~ (cA) =cA’
Multiplikation von Matrizen passender Typen

AB = (C,j), Cij =; a;}brj AB # BA!
A(BC) = (AB)C = ABC
(AB) = B'A’, (ABCY = C'B'A"

Einheitsmatrix
 Al=4,14=A4

Inverse einer reguliren Matrix

A4 =44 =1
(4B)! = B4}, (4BC)™' = C-'B-1 4™

Spur einer quadratischen Matrix

) =Zas, () =r(d"), r(4B)=tr(BA)



Lineare Gleichungssysteme

ajx)+anxs ++ AlmXm = Y1
azxytanx2+..tadmXm =Yy2

an}x] '+' an2x2 + ae + anmxm = yn

Vektof Form: aixi +azx»+ ...+ amxni' =Yy |
Matrix Form: Ax=y, R(A)={Ax, xe R™}

Ax =y ist losbar & y € R(A)
Ax = 0 ist immer 16sbar !
N@A)={xe R™, Ax=0}

Grundkenntnisse: 1) dimR(A) =r(A) < min(n, m)
| i) dimN(A) =m—-r(A)

Bew:  r=r(A), ai,as,..,a, unabhingig
aj‘=c’11x1j+a2x2j+...+arx,j j_=r+1,...m
Xi = (x1j, X3j, ooy X1, 0, ...,0,1,0...0) € N(A)

Stelle j

iii) Es existieren reguldre (n,n) bzw.

(q.9) Matrizen A und B mit X= A(g g ]B



Lineare Vektorrdume
Definition: Eine Menge R von Vektoren heifit linearer Raum wenn

Xi € Ri= 1,.,n = ZO&,‘X,’E SRVOL;
1

Definition: Vektoren X; { = 1, ..., 7 sind linear unabhingig wenn

ZOC;JC;‘:O = ai=0‘v’i=1,...,n

Dimension: Maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren in .

Der Spaltenrang von A = (@i @z . . . ax ) ist die Dimension des

Spaltenraums R ;. Der Zeilenrang ist die Dimension des Zeilenraums R z

dim R, = dim R = Rang(4)

Transponierte Matrix: A = (a i) = Al =(a i)

(12) -
5 12 |
| 11111
- A=|12 A’=[ )
{5 22222
12

Rs(A) =R(4")



‘Summen linearer Raume
Wir schreiben R = R; + R, wenn

RiNR,={0}
~dim(R) = dim(R) + dim(R>)

Jeder Vektor a € R besitzt eine eindeutige Zerlegung
a€E R = a=a,+a2, a1€ R, a2 € R,

Basisergidnzungssatz:

Zu jedem Teilraum R; c R gibt es einen Teilraum R, mit
R =R, +R; und genau ein R5 mit zusitzlich Ry L R

Es sei A eine nxm Matrix

A A’

- nxm  mxn
RA)CR, RANC R,
dim R(A) = r(A) " dimR@A")=r(A)
R, =R(A)®N, " Rn=RA)®N,
dimN, =n—r(4) - dim N, = m — r(A)
Ny =NA" N, = N(A)

Beweis: xe R(A/).xe NA)=x=A'7,AA'7=0.Az=0,x=0
R(A"Y N N(A) = {0}

- x€ R(A).ve NA)=x=A'z,Ay=0,x"y=2/Ay=0

U+ o,
v :
M (a)- Zkv‘z o



A ist nxm Matrix = R, = R(A) ® N(A), Rn.=RANONA) [
‘ o
Weiter gilt:  N(A) = N(4’A)

ae NA) = Aa=0=A’A=0= ae NA'A)
ae NA'A) = A’Aa=0= d’A’Aa=0= Aa=0 .

Durch orthogonale Erg'éinzung folgt 'R(A) = R(AA")

Das Bild der Matrix A wird bereits dann vollstindig erzeugt,
wenn wir A auf alle Vektoren aus R(A’) anwenden!!

Das Gleichungssystem (I +uv)x =w

T+whHhx = w

x+(Wxu = w
(V%) + (V') (V) = (V'w)
(VRA+0w) ='w)

| ) L/
Ist 14 (v/1) % O so folet (1) = —2 W)
8 (v'u) # 0 so folgt (v'x) Y
Eindeutige Losung:  x=w- (v'w)
- 1+ u)

Ist 1+ (v'u) =0= (v'w) =0, d.h Gleichung ist nur Losbar fur
solche rechte Seiten w. Dann ist x = w eine Lésung!



Faktorisationssatz:

Sei A nxm Matrix. Dann gibt es eine regulire nxn Matrix B
und eine reguldre mxm Matrix C mit A.= B~'AC™!, wobei

(d 0..0)
A-f- ' T =(D0) fiir m>n
\ d,,O..._O)
( d, \
A= | dm =[€]fﬁrn2m
0.. 0 | -
e d;' fird; #0
Wir def cd; =4 ¢ ’
Wir d§ 1merin;) , [ 0 fiir d; =~0]
(&.Mi Mt-. ~ '

D~ durch Ersetzen von d; mit d; inD
A~durch Ersetzen von D mit D~ in A’

Es folgt: did;di= DD"D=D AAA=A
und mit A-=CA™B AATA=A
Ist das Gleichungssystem Ax =y 15sbar, so ist A"y eine

Losung.
Probe: A(A™y)=AA Ax=Ay



- Verallgemeinerte Inverse
Definition:

A~ heiBit G-Inverse von A falls fiir jedes b € R(A) der
Vektor A™b eine Losung von Ax = b ist,

Das gilt genau dann wenn | AA"A=A

Beweis:

A=(a1,az,....am) = Ax=a; ist 16sbar
AA~a;=a; Vi = AAA=A

AATA=A, Ax=blosbar = dx:b=Ax
AATb=AA"Ax=Ax=b = A7b ist Losung.

Folgende Bedingungeﬁ sind dquivalent.
i) Ge{A7} .
ii) (GA)?>=GA, r(GA)=rA) Lt Qo
iiiy (AG)?=AG, r(AG)=r(4)
iv) r(I-GA)=r(D)-r(A)

Allgemeine Form der G-Inversen

{A"}=A"+U-AAUAA", VU -
{A"}=A"+V(I-AAT)+(I-A"A)U, VV,U



‘Moore Penrose G-Inverse

Die KQS G-Inverse liefert irgend ein x mit ||Ax — y|| = min.
Wir suchen nun das kleinste x mit dieser Eigenschaft.

Definition;

A™ heifit Moore-Penrose G-Inverse falls jedes y, x=A%y
eine Losung von min [|Ax — || mit minimaler Norm ist.

Resultat:

i) A* ist eindeutig wie A™!

AA*A=A,  ATAA* =A%,

(A*AY =A*A; (AAY) =AA*
i) AT =A’A(A’AAA) A/

11)

Gaﬁz wichtiger Satz fiir beliebige G-Ihverse!
) AMA)SAA=A, AAAIAYA = A
ii) BA“A=B < R(B') CRAY)
iii) AAC= C < R(C) C R(A)

iv) B,C#0. BA~C unabhingig von der Wahl
von A” < R(B') c R(A"), R(C) € R(A)

(z- Zuu')l



Néherungsldsungen fiir lineare
Gleichungssysteme

y & R(A) = Ax =y ist nicht 16sbar
Ersatz: x : |[4x~y|* = min

Definition:

A7 heiBit KQS (least squares) G-Inverse von A falls fiir
alle y, x = A7y den Ausdruck |[4x — y||° minimiert.

Ist A7 iiberhaupt eine G-Inverse?

A

= ' \> .
Optimalitétsbedingung: (A47y-y) L R(4)

Resultat:
i) A7 ist genau dann KQS G-Inverse von 4 wenn
AA7A=A, (AA;)Y =AA7
ii) (A4’4)"A’ ist eine Wahl von 4;.
iii) x=AJy ist Losung der Gleichung 4’Ax = A’y



coding slgnal frame 1
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Flgure' 2.1A) Frequency of amino acid alanine shown as a function of GC contem of the bucterial genome for 17 genomes. The equation of the line approximating
the observed datu was obtained by lineur regression analysis. (B-J) As (A) for glycine, proline, arginine. phenylaianine, isoleucine. lysine, asparagine. tyroging and

valine. respectively,

however, functioned properly independently of the number of
synanymots codons, so all amino acids were handled in the
same manner. Qbviously. this method guarantess that the sum
of the refined frequencies of cadons is equal to the sum of the
frequencies of the amino acids, By completing this computa-
tion for all 61 codons, we produced the heuristically built
codon usage lable for the input genomic sequence,

To construct the three-periodic zero order Markov mode| of
a protein coding region the codon usage table is ail that is
needed. For example. to determine the probability of A in the
first position of a coden. the probabilities of ail codons that
sturt with A were added together. In the zero order model of
non-coding sequence the global frequencies of the respective
nhucleotides were used, o

For the first order three-periodic Markov model, the codon
usage table provides enough data to caleulate only two

matrices of transition probabilities out of three. To define the
values of transition probabilities related 1o nucleotides
occupying the third position of one codon and the first position
of the next codon it was assumed that occurrences of adjacent
codons are independent events. Indeed, a rather weak correla-
tion exists between nucleotides of adjacent codons. Thus the
probability of nucleotide Y in the first position of a codon
followimg a nucleotide X in the third position of the previous
codon, P(X—Y) for the (.XITY..) canfiguration, is equal to the
probability of nucleotide Y in the first position of a codon
defined previously for the zero order Markov modei.

For the second order Markov modal. only the rransition
probubilities for the nucleotide in the third codon position
could be produced from the codon usage table: -

To find the transition probabilities related 1o the first and
second codon positions, we used the same assumption of



Regressionsmodelle

B X) = %)

y=fiX)+¢, Ee=0, Ee? =02 =

X € {£500,8=B1,Bs... Bo) € R* )

Aufgabe:

2

minE (3 —fp(%) )

Schéifzung von 3 aus einer Stichprobe:

<2 |
Schétzung: ménz ( yi—fp(Xi) ) KQS Methode
Losung: | fﬁ (X) heiBt nicht lineare KQS-Schitzfunktion
Funktionensystem:

00 [ Bt 8= (BB < R
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Beste 11neare erwartungstreue Schatzfunktlon

Lineares Modell: Y= XB+8 Eg = 0 Eee’ = 021

Versuchsplanmatﬁ Fehlervektor

Vektor der Beobachtungen _Parametervektor

Lineare Schitzfunktionen: a'Y = a’XB +a's
Erwartungswert: a’Xp |

Erwartungstreue: »a.’XB =c/B, VP
| o dX=cdoXa=c

Varianz: var(a’Y) = c%d’a

Definition: ao Y-heiBt lineare erwartungstreue Schatzung fir -

/B mit kleinster Varianz wenn aoao =min a’a
a:X'a=c

Lagrange-Funktion: _a’ a-— 27\.’(X_,a — C)

Partielle Ableitungen:

2a 2X7u 0 =‘.>(X’X)7L X’a . C
(X’X) ¢ >a= X(X'X)" c

Ercrebms - . .._w.;_.; 2
/ Y C/( X/ X) X/ Y C’ Ba B ( X/ .
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Einfache Stichprobe:  y; i=1,...m (MeBwerte)
Ey;=B var(y;)=c>

Einfach _ ; ,

Klassifizierte Stichprobe ¥y i=1,...,m j=1,..,n;

Ey;=Pi var(yy)=o>

(yn \ |
i = Gruppe von MeBwerten Ez,-‘= |3i1,,,.
\yin,- /
(z1 ) (|311n1 ) flm' \([31_\
Y= Ey=| - |=
\ <m / \Bmlnm/ k lﬂm)\Bm)

EY=XB+e X : heiBt Versuchsplanmatrix




